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Изучение инициированных локализацией внутренних напряже-
ний на неоднородностях процессов пластической деформации и раз-
рушения деформируемых твердых тел является важной научной про-
блемой. Для ее решения необходима разработка специальных методов 
расчета смещений, деформаций и напряжений, учитывающих накоп-
ление повреждений. Этому посвящены фундаментальные труды извест-
ных ученых: Ю. Н. Работнова, С. А. Чижика, П. А. Витязя, М. А. Журавкова, 
Г. И. Михасева, А. В. Чигарева, Ю. В. Чигарева, В. В. Клубовича,  
В. П. Северденко, А. В. Степаненко, Н. К. Мышкина, Ю. М. Плеска-
чевского, Э. И. Старовойтова, В. М. Федосюка, М. Д. Мартыненко,  
В. И. Владимирова, С. В. Шилько, Л. И. Миркина, А. Лява и др. [1]–[25]. 
В рамках механики деформируемого твердого тела при исполь-
зовании гипотезы сплошности среды существенное развитие получи-
ла континуальная теория дислокаций [1], [26]–[42], в основу которой 
положено абстрагирование от атомного строения вещества, что по-
зволило в рамках механики разработать дислокационный подход к 
моделированию разрушения материалов [22], [43]–[48]. Несмотря на 
достижения современной механики разрушения, недостаточное вни-
мание уделено исследованию влияния на процесс зарождения микро-
трещин возникающих при силовом воздействии в твердых телах пло-
ских дефектов, к которым, в частности, относятся двойники. Это не 
оправдано, так как данные дефекты способствуют энергетической вы-
годе процесса разрушения на таких стадиях деформирования материа-
лов, когда их ресурс прочности еще не исчерпан [43], [49]–[57]. 
Решение задач механики деформируемого твердого тела в боль-
шинстве случаев не предполагает учет напряжений, которые создают 
дефекты кристаллической решетки [1], [58]–[92]. Такие дефекты, как 
границы механических двойников в анизотропных кристаллических 
твердых телах, создают локализацию напряжений, уровень которых 
иногда соизмерим с пределом прочности материала, что приводит к 
образованию микротрещин и последующему разрушению [49]–[57], 
[93]–[95]. Поэтому пренебрежение ролью механических двойников, 
образующихся в деформируемых сплошных средах, ведет к завыше-
нию оценки прочностных характеристик применяемых на практике ма-
териалов. Это особенно недопустимо в конструкциях, требующих вы-
сокой степени надежности при длительной эксплуатации. 
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Деформационным двойникам присущи следующие характеристи-
ки, обеспечивающие хрупкое разрушение: высокие скорости развития 
двойниковых прослоек и связанные с этим динамические эффекты; 
значительная концентрация напряжений на границах двойников и в их 
вершинах; жесткость взаимодействия с двумерными и трехмерными 
неоднородностями твердых тел [43]. Данные процессы в настоящее 
время рассматриваются лишь на эмпирическом уровне без использова-
ния методов механики деформируемого твердого тела. Поэтому, не-
смотря на имеющиеся обширные экспериментальные данные по ис-
следованию двойникования [43], [49]–[55], [57], [93]–[107], остается 
нерешенной важная научно-практическая проблема, заключающаяся 
в разработке моделей деформируемых сред с учетом наличия в них 
остаточных механических двойников. Решение этой проблемы позво-
лит давать более точные оценки о степени надежности используемых 
на практике материалов, прогнозировать области зарождения трещин, 
дающих начало процессу разрушения, вести поиск эффективных мето-
дов обработки двойникующихся материалов, к которым относятся 
практически все используемые в машиностроении и приборостроении 
материалы. 
Создание новых моделей деформируемых сред с учетом локали-
зации напряжений на двумерных дефектах невозможно без развития 
теории двойникования. Это обусловлено тем, что современные тео-
рии в большинстве случаев не дают возможности их применения в 
решении задач механики деформируемого твердого тела [29], [43], 
[108]–[111]. Поэтому другой важной научной проблемой можно счи-
тать развитие теории двойникования деформируемых твердых тел. 
Известны атомная, дислокационная, дисклинационная и макроско-
пическая модели двойникования кристаллов [26], [29], [43], [108]–[111]. 
Данные модели используют такие ограничения и приближения, в об-
ласть адекватности которых не входит большой класс двойников, на-
блюдаемых в экспериментальных работах [96]–[109]. Так, популярная 
в настоящее время дислокационная модель двойника использует при-
ближение тонкого двойника [29], [109]–[111], что, с одной стороны, 
не позволяет рассчитывать поля напряжений внутри двойника, а с 
другой – не позволяет рассматривать значительно чаще встречаю-
щиеся на практике остаточные двойники, длина которых соизмерима 
с шириной [112]–[116]. Это еще раз указывает на то, что вопрос о раз-
работке новых моделей, охватывающих более широкий класс двойни-
ков и дающих возможность их использования в решении задач меха-
ники деформируемого твердого тела, является актуальным. 
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Изучение механического двойникования в настоящее время 
вызвало повышенный интерес и в связи с открытием нового класса 
материалов – материалов с памятью формы, уникальность физико-
механических свойств которых полностью определяется процессом 
схожим с двойникованием [117]–[134]. В работах [135]–[138] откры-
то новое явление – сверхпроводимость двойниковых границ. Бурно 
развиваются исследования нанодвойникования кристаллов и нано-
материалов [139]–[146]. Это указывает на то, что исследования ме-
ханического двойникования не утрачивают своей актуальности и по 
сей день. 
Таким образом, в настоящее время назрела важная научная про-
блема, связанная с развитием теории двойникования и использованием 
ее результатов в решении задач механики деформируемого твердого 
тела с учетом дефектов, наблюдаемых в реальных кристаллах. Решение 
в данной работе проблемы расчета напряженно-деформированного со-
стояния двойникующихся материалов позволило вписать в механику 
деформируемого твердого тела новый раздел «Механика двойникова-
ния», который существенно дополнил в научном и практическом на-
правлениях широко известный [2], [22], [44]–[48], [147]–[149] раздел 
«Механика разрушения». Наличие нового раздела, посвященного рас-
смотрению с позиций механики явления механического двойникова-
ния, открывает новые возможности для широкого практического ис-
пользования методов механики деформируемого твердого тела для 
находящих все большее практическое применение материалов нового 
поколения, таких как материалы с памятью формы, нанокристалличе-
ские материалы, двойникующиеся материалы и др. 
Для решения указанной проблемы в качестве цели работы ставилась 
разработка методов расчета напряженного состояния деформируемых и 
недеформируемых твердых тел с остаточными клиновидными механиче-
скими двойниками и дефектами, свойственными реальным кристаллам. 
Для достижения поставленной цели решались следующие задачи:  
– на основании экспериментальных данных разработать физиче-
ски обоснованные дислокационные модели остаточных клиновидных 
микро- и нанодвойников;  
– вывести условия равновесия клиновидных микро- и нанодвой-
ников;  
– не прибегая к модели тонкого двойника, разработать методы 
расчета полей смещений, деформаций и напряжений в деформируемых 
и недеформируемых твердых телах при наличии в них двойников;  
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– разработать методику расчета полей напряжений в деформи-
руемом сосредоточенной или распределенной на участке поверхности 
нагрузкой твердом теле при наличии в нем клиновидных двойников;  
– на основании сравнительного анализа результатов расчетов на-
пряженного состояния в упругом полупространстве, деформируемом 
сосредоточенной или распределенной на участке поверхности нагруз-
кой в случаях наличия и отсутствия у поверхности двойника, показать 
необходимость учета вклада двойниковых границ в формировании де-
формационной картины;  
– разработать методику расчета напряженного и деформирован-
ного состояний в особой точке – вершине клиновидного нанодвойника;  
– рассчитать поля напряжений у группы параллельных остаточ-
ных клиновидных двойников;  
– применить дислокационную модель для расчета полей напря-
жений в имеющих важное практическое значение системах «остаточ-
ный клиновидный двойник – трещина» и «нанодвойник – полная дис-
локация»;  
– показать возможность использования методики расчета полей 
напряжений у остаточного клиновидного двойника для прогнозирования 
концентрации распределения у него примесей и потоков ее миграции. 
Объектом исследования явились двойникующиеся твердые тела с 
наличием в них остаточных клиновидных двойников и дефектов, свой-
ственных реальным кристаллам. Предмет исследования – напряженно-
деформированное состояние, сформированное остаточными механиче-
скими двойниками в деформируемом или деформированном твердом 
теле с полными дислокациями или трещинами и при их отсутствии. 
Выбор объекта и предмета исследования обусловлен тем, что ре-
шение связанных с расчетом напряженно-деформированного состояния 
задач механики деформируемого твердого тела для двойникующихся 
материалов обладает большой неточностью, так как двойники являются 
концентраторами больших (соизмеримых с пределом текучести, а по-
рой, и пределом прочности материала) внутренних напряжений, суще-
ственным образом искажающими деформационную картину. Отсутст-
вие в решении современных задач механики деформируемого твердого 
тела учета двойникования для ряда применяемых на практике двойни-
кующихся материалов приводит к существенно завышенной оценке их 
прочностных характеристик, так как высокий уровень напряжений у 
двойников способствует зарождению у них разрушения. 
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В ходе выполнения работ, вошедших в данную монографию, 
были получены следующие основные результаты: 
 Разработан основанный на теории дислокаций метод расчета 
напряженно-деформированного состояния у остаточного клиновидного 
механического двойника, использующий приближение непрерывного 
распределения двойникующих дислокаций на двойниковых границах. 
Метод позволил, не прибегая к приближению тонкого двойника, рас-
считать важные для механики разрушения и теории пластической де-
формации распределения полей напряжений в зависимости от формы 
границ для более широкого класса не тонких остаточных двойников. 
 Получен метод расчета напряженно-деформированного состоя-
ния в двойникующемся твердом теле при наличии в нем остаточного 
нанодвойника, использующий приближение дискретного распределе-
ния дислокаций на двойниковых границах и позволяющий учитывать 
роль винтовой и краевой составляющей вектора Бюргерса частичной 
двойникующей дислокации в характере распределения нормальных и 
сдвиговых напряжений у нанодвойника. Метод позволяет давать коли-
чественную оценку напряженного состояния у нанодвойников, харак-
теризующих начальную стадию зарождения двойников, а также часто 
встречающейся в реальных кристаллах системе «нанодвойник – полная 
дислокация». 
 Предложены основанные на учете баланса сил, действующих на 
двойникующие дислокации, методики расчета равновесных параметров 
клиновидных двойников при непрерывном и дискретном распределе-
нии двойникующих дислокаций на двойниковых границах. Методика 
позволяет рассчитывать равновесные параметры микро- и нанодвойни-
ков в зависимости от сил неупругой природы, действующих на двойни-
кующие дислокации, и внешних нагрузок, приложенных к деформи-
руемому твердому телу, что важно для прогнозирования эволюции 
двойников в деформируемом или деформированном кристалле. 
 Установлены закономерности распределения полей напряже-
ний, смещений и деформаций у остаточных микро- и нанодвойников, 
позволяющие давать численную оценку напряженно-деформирован- 
ному состоянию в сдвойникованном материале. Полученные законо-
мерности позволили установить, что упругие напряжения локализуют-
ся не только на двойниковых границах и у вершины двойника, но и в 




 Разработана методика расчета полей напряжений в упругом 
полупространстве, к поверхности которого приложена сосредоточен-
ная или распределенная нагрузка при наличии в деформируемом 
твердом теле остаточных механических клиновидных двойников. Ме-
тодика позволила в контактных задачах механики деформируемого 
твердого тела учесть напряжения, создаваемые клиновидными двой-
никами, и показать необходимость учета двойникования в формиро-
вании напряженно-деформированного состояния в деформируемых 
двойникующихся материалах, в которых согласно классическим ме-
тодам расчета обусловленные двойниками напряжения не прогнози-
руются. 
 Получена методика прогнозирования распределения упругих 
полей напряжений в наблюдаемых в реальных кристаллах системах 
«остаточный клиновидный двойник – трещина» и «нанодвойник – 
полная дислокация», имеющих важное практическое значение в ана-
лизе напряженно-деформированного состояния на стадиях зарожде-
ния разрушения и локализации у границ двойников пластической де-
формации. 
Теоретические и экспериментальные исследования, обобщенные 
в данной монографии, выполнены автором как самостоятельно, так и 
в соавторстве. Автор благодарит профессора Ю. В. Василевича за об-
суждение и анализ основных результатов, вошедших в монографию; 
А. Л. Созинова и А. А. Сорока за помощь в проведении эксперимента, 
обсуждение и анализ результатов по исследованию особенностей пла-




СОВРЕМЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ИССЛЕДОВАНИЙ  
В ОБЛАСТИ МЕХАНИКИ ДВОЙНИКОВАНИЯ  
ДЕФОРМИРУЕМЫХ ТВЕРДЫХ ТЕЛ 
1.1. Механическое двойникование анизотропных  
твердых тел 
Как отмечалось в работе [150], двойникование кристаллов было 
открыто О. Мюгге еще в позапрошлом веке [151]. Исследование дан-
ного явления не теряет актуальности и по сей день [152]–[155]. 
Механическое двойникование кристаллических твердых тел яв-
ляется процессом, имеющим схожесть с разрушением [153]. С точки 
зрения механики двумерные и трехмерные дефекты, возникающие  
в деформируемом твердом теле, рассматриваются как неоднородно-
сти в сплошной среде или как концентраторы напряжений [1]. Двой-
никование анизотропных (кристаллических) твердых тел проявляется 
преимущественно в случаях, когда затруднено скольжение [109]. 
Являясь концентраторами больших внутренних напряжений, двой- 
никовые границы способствуют зарождению трещин [43], [49]. Наряду 
со скольжением, двойникование относится к основному каналу пласти-
ческой деформации твердых тел [108], но, в отличие от скольжения, 
двойникование является более сложным, а потому и менее изученным 
процессом [150]. 
Широкое распространение получили дислокационные модели 
двойников [29], [108]–[110]. При этом в [109] показывается, что двой-
никующая дислокация является частичной дислокацией Шокли.  
В механике деформируемого твердого тела теория дислокаций и дис-
локационных стенок является специальным разделом [1]. При этом 
дислокация рассматривается в приближении сплошности среды и мо-
делируется как неоднородность этой среды [1]. Представляет боль-
шой интерес применение механистических подходов теории дислока-
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ций к моделированию напряженно-деформированного состояния у 
механических двойников, играющих важную роль в процессах раз-
рушения [43]. 
Известно большое количество работ, посвященных эксперимен-
тальному исследованию двойникования и развитию трещин у двойни-
ковых границ [49], [53], [96]–[101], [109], [155]–[165]. К первым рабо-
там, заложившим фундамент в исследовании упругого двойникования, 
можно отнести изученное Р. И. Гарбером [159]–[166] двойникование 
кальцита и натронной селитры, ставшими модельными материалами. В 
работе [165] Р. И. Гарбер выделил четыре стадии развития двойника 
при пластической деформации: 
1. Упругая деформация монокристалла. 
2. Образование «упругих двойников». 
3. Образование устойчивых двойниковых прослоек. 
4. Утолщение двойниковых прослоек. 
С позиций дислокационного подхода данные стадии не дают ис-
черпывающих представлений о процессе двойникования, но заклады-
вают основы макроскопического описания двойникования. 
В числе первых методов экспериментального исследования двой-
никования был предложенный Р. И. Гарбером метод наблюдения иска-
жений колец Ньютона при вдавливании выпуклой линзы в поверхность 
двойникующегося материала [165]. В дальнейшем разрабатывались ме-
тоды изучения двойникования при растяжении, сжатии, изгибе твердо-
го тела [109]. Уникальная методика, предложенная в [112] и заклю-
чающаяся в локальном дозированном деформировании поверхности 
кристалла алмазным индентором, нашла широкое применение в изу-
чении влияния на процесс двойникования различных энергетических 
воздействий [99], [113]–[115]. Это позволило укрепить позиции дис-
локационного подхода в объяснении наблюдаемых физических про-
цессов, связанных с двойникованием деформируемых твердых тел. 
Р. И. Гарбером впервые установлено [165], что упругий двойник 
(двойник, который исчезает при прекращении действия на кристалл 
внешней нагрузки) имеет форму тонкого клина. Ширина такого двой-
ника у устья и длина увеличиваются с ростом нагрузки и уменьшаются 
при разгрузке. Впервые было также установлено, что при определенных 
условиях в кальците формируются и заклинившиеся двойники. Их ус-
тойчивость Р. И. Гарбер объяснил «влиянием внутренних частей тол-
стой части клина, которые полностью сдвойникованы» [165]. Для обра-
зования двойников, как указал Р. И. Гарбер в [165], необходимо наличие 
 
 13
двойниковых зародышей, которые возникают у поверхности при дейст-
вии сосредоточенной нагрузки. При этом для образования зародышей 
требуется больше энергии, чем для дальнейшего развития двойника. 
При изучении влияния отжига на двойникование в работе [162]  
Р. И. Гарбером впервые было установлено, что сформировавшиеся двой-
никовые слои большой ширины к термическому воздействию не чув-
ствительны даже при большом времени отжига и значительных тем-
пературах. Тонкие двойниковые прослойки исчезают при длительном 
отжиге. 
Важным этапом в исследовании двойникования деформируемых 
твердых тел стало проведенное Ф. Ф. Лаврентьевым [116] исследова-
ние взаимодействия двойникования и скольжения в металлах. Это из-
менило представления о процессе двойникования и показало, что дан-
ное явление гораздо более сложное и связано с инициацией других 
сопутствующих процессов. Значительным результатом работы Ф. Ф. Лав-
рентьева стало рассмотрение дислокационных реакций полных и час-
тичных двойникующих дислокаций. 
Существенный вклад в обобщение результатов исследований 
двойникования, проведенных до 60-х гг. прошлого столетия, внесен 
М. В. Классен-Неклюдовой, опубликовавшей монографию [109]. 
В связи с широким использованием в самолетостроении в на-
стоящее время внимание многих исследователей привлекло изучение 
двойникования такого технически важного материала, как TiAl [102], 
[103], [167]–[180]. Так, в работе [104] П. Вангом и сотрудниками с ис-
пользованием методов рентгенодифрактометрии, оптической микро-
скопии и просвечивающей электронной микроскопии с микроди-
фракцией исследовался сплав Ti – 46,54 ат. % Al после термической 
обработки. После закалки в данном сплаве обнаружены полосы двой-
никовой ориентации (31 4 2)[36 35], внутри которых наблюдались двой-
никовые сегменты ориентацией ( 2 201)[11 04]. Широкий спектр свойств 
сдвойникованного TiAl изучен в [168]–[181]. 
Методом молекулярной динамики Л. Е. Карькиной в работе [105] 
для сплава TiAl определена ширина дефектного диполя и его зависи-
мость от величины энергии дефекта упаковки и типа дислокации, на 
которой образуется диполь. С помощью просвечивающей электрон-
ной микроскопии в этой же работе в полосе скольжения обнаружены 
зародыши двойников. Карькиной Л. Е. совместно с А. Б. Ноткиным  
в работе [106] изучалось взаимодействие полных дислокаций с двой-
никовыми границами в сплаве TiAl. При этом, как и в [105], использо-
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валась просвечивающая электронная микроскопия. В ходе исследова-
ний сплав деформировался до относительной деформации 0,1–1,0 %, 
температура деформирования составила 20–600 °C. Данные экспери-
менты позволили Л. Е. Карькиной и А. Б. Ноткину впервые для спла-
ва TiAl определить условия прохождения единичных дислокаций че-
рез двойниковую границу. Пересечение двойников в TiAl изучалось 
Л. Е. Карькиной и А. Б. Ноткиным в [107], при этом было выявлено 
зарождение новых двойников в результате рассматриваемого пересе-
чения. 
Важное практическое значение имеет изучение роли двойникова-
ния в процессах разрушения твердых тел [51]–[53], [150], [181]–[205]. 
Основные результаты исследований в этом направлении обобщены  
В. М. Финкелем, В. А. Федоровым, А. П. Королевым в монографии [43]. 
В работе [51], например, при исследовании роли двойникования в 
процессе разрушения использовались монокристаллы кремнистого 
железа, которые подвергались одноосному растяжению со скоростью 
2105,0   с–1 вдоль оси [001] в интервале температур от –50 до 100 °С. 
Определены области зарождения трещин у двойников. Трещины зарож-
дались в местах пересечения двойников. Аналогично в [181] В. А. Федо- 
ровым, С. Н. Плужниковым, Т. Н. Плужниковой, С. П. Дудаковым и 
А. М. Кириловым изучено разрушение сдвойникованных поликристал-
лов кремнистого железа. В [182] В. М. Финкелем, А. М. Савельевым и 
А. П. Королевым получена температурная зависимость активности 
двойникования при растяжении монокристаллического кремнистого 
железа. Установлено, что имеется температурный интервал (20–200 °С) 
наибольшей интенсивности двойникования. В [52] В. А. Федоровым, 
В. А. Курановой, Ю. И. Тялиным, С. Н. Плужниковым изучалось вли- 
яние распределения двойникующих дислокаций на двойниковых гра-
ницах на характер зарождения трещин у вершины клиновидного 
двойника, а в [53] В. М. Финкелем, А. П. Королевым, В. А. Федоровым, 
Ю. И. Тялиным изучено развитие трещины вдоль системы параллель-
ных ей двойников. Установлено, что такая система двойников может 
подавлять поле трещины. Таким образом, двойникование может вы-
ступать как источником разрушения, так и каналом, подавляющим раз-
витие трещин. 
Интерес к двойникованию полупроводниковых материалов вы-
зван широким их использованием в электронике и требованием высо-
кой степени надежности электронной техники, так как двойникование 
может оказывать существенное влияние на проводимость полупро-
водников [206]–[208]. В [209] М. Я. Дашевским и Р. В. Кибизовым 
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рассмотрены различные двойниковые структуры в кремнии и дана им 
классификация. Изучены механизмы формирования вторичных дефек-
тов, обусловленных когерентными двойниковыми границами. Разрабо-
таны атомные модели кристаллов с двойниковыми ламелями, что углу-
било понимание процесса двойникования твердых тел. 
В [210] Д. И. Савицким, С. Б. Узбизским, Л. О. Василечко,  
А. О. Матковским, И. М. Сывороткой исследовалось двойникование 
монокристаллов LaGaO3. Монокристаллы выращивались методом Чох-
ральского вдоль направления [110]. В результате с использованием 
рентгенодифракционных и металлографических методов были обнару-
жены двойники типа {112}, {110} и {211} в сдвоникованных кристал-
лах с ромбоэдрической структурой. Для анализа процесса двойникова-
ния в [210] использовался кристаллографический подход, который дал 
возможность описывать двойникование на макроскопическом уровне. 
С практической точки зрения особый интерес представляет ис-
следование двойникования высокопрочных материалов [211]–[216].  
В связи с чем Туран и Новлес (Turan and Knowles) в [217] исследовали 
двойникование частиц гексагонального нитрида бора, внедренных  
в композиционный материал Si3N4–SiC, и установили, что двойники  
в h–BN имели вид множественных полос в плоскостях {11 2 2}. 
Ли (Lee) и его сотрудники в работе [218] изучали атомную струк-
туру двойниковых границ (101) и (301) в TiO2. Исследования проводи-
лись расчетными методами с использованием модели ионных оболочек. 
Результаты сравнивались с наблюдениями, выполненными с помощью 
высокоразрешающей электронной микроскопии. Установлено, что са-
мой низкой энергией обладает граница (301). Этой границе присуща 
зеркальная симметрия металлической и кислородной решеток. 
Уровень развития современной исследовательской техники та-
ков, что позволяет детально изучать наноразмерные объекты [25], 
[99], [207], [219]–[221]. Это предрешило появление нового научного 
направления, связанного с изучением двойникования нанокристаллов. 
Так, Ву (Wu) в работе [139] представил результаты исследований 
двойниковых границ в нанокристаллах никеля. Этой же проблеме по-
священа работа [140] Фенга (Feng) и сотрудников. Исследованию 
двойникования нанокристаллов NiTi посвящена работа [141] Вайтца 
(Waitz) и сотрудников. Лиао (Liao) и другие в работе [142] методом 
высокоразрешающей электронной микроскопии обнаружили коге-
рентные и некогерентные двойниковые границы в нанокристаллах 
алюминия. В [143] М. Ю. Гуткиным, И. А. Овидько и Н. В. Скибой 
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рассмотрен дислокационно-дисклинационный безбарьерный механизм 
образования двойников в нанокристаллических материалах. Установ-
лено, что критические напряжения образования нанодвойника увели-
чиваются при уменьшении мощности дисклинационного диполя. 
В последнее время наметился всплеск публикаций, посвященных 
такому новому физическому явлению, как нанодвойникование [145], 
[222]–[227]. 
Практический и научный интерес к двойникованию возрос при 
обнаружении влияния двойниковых границ на величину критической 
температуры сверхпроводимости. В работе [135] И. Н. Хлюстиковым 
и М. С. Хайкиным показано, что двойникование способствует увели-
чению критической температуры сверхпроводимости в чистом олове. 
Аналогичные результаты получены в [136] Бойко и Ченом (Boyko and 
Chan) в случае сверхпроводника YBa2Cu3O7– и в [137] Ирсой (Jirsa)  
с сотрудниками для Re-123. 
Наряду со скольжением двойникование является основным ка-
налом пластической деформации деформируемых твердых тел [108], 
[109]. Некогерентные двойниковые границы являются концентрато-
рами больших внутренних напряжений и могут приводить к образо-
ванию трещин [43]. Поэтому учет двойникования в прогнозе эксплуа-
тационных характеристик применяемых на практике материалов 
является весьма важным. Двойникованию при комнатных температу-
рах подвержен широкий класс материалов, нашедших широкое при-
менение в электронике, машиностроении. Широко распространенные 
в машиностроении сплавы на основе железа активно двойникуются 
[43], [51]–[54], [181], [182], [228], [229]. В [229] С. А. Баранниковой, 
В. И. Даниловым и Л. Б. Зуевым сообщалось о наблюдении двойни-
ков в легированном -Fe, а в [230] Порезом (Porez) с сотрудниками 
обнаружены двойники в ферроэлектрической стали. В [231] В. С. Ба-
гаев, Ю. В. Клевко, В. С. Кривобок, В. П. Мартовицкий, В. В. Зайцев, 
С. Г. Черноок, Е. Е. Онищенко в кристаллах ZnTe обнаружили изме-
нение спектра фотолюменисценции у границ двойников. Двойникова-
нию, как это сообщалось В. И. Марченко в [232], подвержены даже 
смектики. Хербзомер (Herbsommer) с сотрудниками в [233] наблюдали 
двойникование в YBa2Cu3O7–; Кайнл (Kienle) и Симон (Simon) в [234] 
исследовали полисинтетическое двойникование RbIn3S5, а Аморин 
(Amorin) с сотрудниками в [235] обнаружили двойники в SrBi2Ta2O9.  
В [236] Б. В. Миронов, Б. А. Максимов и М. И. Сирота представили ре-
зультаты исследований двойникования Na5YSi4O12. Как отмечалось в [237] 
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В. Ю. Тополовым, Л. Е. Балюнисом, А. В. Туриком и О. Е. Фесенко, 
двойникованию подвержены ромбические фазы кристаллов PbHfO3.  
В [238] Р. А. Тамазян, Ю. А. Малиновский и А. М. Ильинец обнаружи-
ли микродвойники в содалите. 
Широко исследовано в настоящее время двойникование таких 
материалов, как висмут [239], сурьма [240], [241], цинк [242], [243], 
кадмий [244]. Начаты исследования двойникования в пленочных ма-
териалах [134], [245]. 
В настоящее время интерес к двойникованию обусловлен все 
большим использованием на практике материалов с памятью формы, 
уникальные свойства которых полностью определяются двойникова-
нием и бездиффузионными фазовыми превращениями, проявления 
которых являются аналогом двойникования [101], [104]–[107], [109], 
[117]–[134], [144], [150], [167]–[180], [246]–[268]. 
1.2. Теория двойникования И. М. Лифшица 
Рассмотрению двойникования кристаллов (анизотропных твер-
дых тел) с позиций механики деформируемого твердого тела посвя-
щено не так много работ, например: [29], [43], [108]–[111]. Поэтому 
представляется целесообразным более детальное рассмотрение этих 
работ, так как развитию этого направления посвящена данная работа. 
На основании опытов Р. И. Гарбера [159]–[161], [163], [165]  
в работе [111] И. М. Лифшицем в числе первых была предложена 
макроскопическая модель двойникования кристаллов. Эта модель по-
зволила показать целесообразность представлений о нелинейной зави-
симости между тензором напряжений ij  и тензором деформаций ij  
(i,  j принимают значения x, y или z). Рассматривался плоский случай, 
который соответствует, например, случаю нагрузки кристалла лезвием, 
приложенным по прямой пересечения плоскости двойникования с по-
верхностью кристалла. На рис. 1.1 ось Y является следом плоскости двой-
никования, а   – угол двойникования, который в работе И. М. Лиф-
шица [111] принимался малым, что позволило деформацию сдвига 
описывать обычными соотношениями теории упругости. Однако та-
кое приближение можно считать недостатком теории И. М. Лифшица, 









Рис. 1.1. Схема для определения угла двойникования [111] 
Зависимость между тензором напряжений ij и деформациями 
сжатия хх и уу в работе И. М. Лифшица [111] в первом приближении 
считалась линейной, а при выяснении зависимости между ху и деформа- 
мациями сдвига ху учитывалось наличие равновесного двойникового 
положения при уу = 2, симметричного с первоначальным относи-
тельно оси OY. Это может быть описано зависимостью, представлен-
ной на рис. 1.2. 
 
Рис. 1.2. Зависимость между скалывающими напряжениями  
и сдвиговыми деформациями в модели И. М. Лифшица [111] 
Требование механической устойчивости относительно беско-
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xy  является 
неустойчивым и существовать не может, приводя к тому, что область 
кристалла, в которой деформация ху достигла критического значения 1, 
перейдет в двойниковое положение ху  2. При этом область двойника 
(область 1 на рис. 1.3) будет отделена от остального кристалла (область 2 
на рис. 1.3) резкой границей разрывов тензора деформаций [111]: 
1
)2( xy , 2










Рис. 1.3. Схематическое представление взаимного расположения  
сдвойникованной области 1 и остальной области кристалла 2 [111] 
В работе И. М. Лифшица [111] исследовалось условие равнове-
сия между областями 1 и 2 на рис. 1.3. Выяснялось, к какой форме 
двойников это условие приводит. При этом зависимость )( xyxy   на 
участках (0, 1 ) и ( 2 , 2) рис. 1.2 заменялась на отрезки, что анало-
гично введению эффективного модуля сдвига эф  для каждого из уча-
стков устойчивости кристалла. Этот модуль может сильно отличаться 
от модуля сдвига   в законе Гука для 0xy , но этого не происходит 
при интересующих деформациях, сравнимых с  . На основании дан-
ных предположений в [111] для xy  в областях 1 и 2 рис. 1.3 были по-
лучены следующие соотношения: 
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  21, xyxx  ;  (1.3) 
 0 0 12 21 122 4 ,ij ijlm lm ij ij ij              
где ijlm  – тензор модулей упругости монокристалла, в котором мо-
дуль сдвига 12122  имеет значение эф  вместо значения  . 









где iF  – объемная сила. 





















00  , 
где lu  – смещение; if  – сосредоточенные силы интенсивности .
0
if  
Эти силы возникают на границе областей 1 и 2 из-за дополнительного 
слагаемого *0ij  в (1.3). Вектор n

 является единичным вектором нор-
мали к поверхности двойника (рис. 1.3). 
Для кубической решетки в [111] приняты следующие упрощения: 














2 nfnnf  ,  эф0 2f .  (1.5) 
Условие механической устойчивости в работе [111] определя-
лось из распределения деформаций ij  под влиянием сосредоточенной 
силы iF , приложенной в точке, заданной вектором 

, связывающим на-
чало декартовой системы координат с этой точкой. В плоской задаче 
теории упругости имеет место следующее соотношение [1], [111]: 







rgi  – некоторая неизвестная функция, связывающая сдвиго-
вую деформацию xy  с силой iF . 
Исходя из данного соотношения, при известной форме границы 
двойника, можно записать [111]:  
     0, .xy Cr Fg r f r    
   
 
Здесь )(rC
  зависит от вида границы С, заданного уравнением 
)(s

, и находится из соотношения [111]: 
     00 , ,C i i
C
f r f g r ds   
  
 
где ds – дифференциал длины дуги границы С. 
Учитывая (1.5) и соотношения [111]: 
 1 2 1 2; ; , ,n ds d n ds d            
И. М. Лифшицем было получено [111]: 
    1 2( ) , , .C
C
r g r d g r d      
   
 























yxz ii  ;  ii . 
Здесь i , jiA  – комплексные числа, связанные с константами уп-
ругости кристалла ijlm . Отсюда, как следует из [111]: 
1 2 11 12 21 22
0
1 2 1 1 2 2
( ) Re .i i i ixy
C
A F A F A d A d A d A d
r f
z z z z




В данном соотношении интеграл берется по контуру двойнико-
вой области. 




)1()1( )()(  rfrgF Cxy

 внутри области 1 (рис. 1.3), 
1
)2()2( )()(  rfrgF Cxy

 внутри области 2 (рис. 1.3).  (1.7) 
Скачок xy  в точке Cr

 на границе двойника определяется сосре-
доточенной силой f

 на границе и наклоном двойниковой границы, что 
следует из (1.5). Из (1.4) и (1.5) можно получить уравнения [111]: 
2212111 nfnn lmlmlmlm
  ; 
1222121 nfnn lmlmlmlm
  . 
Еще одно соотношение в [111] И. М. Лифшицем получено из 
условия непрерывности тангенциальной производной вектора смеще-





2  xyyyxx nnnn .  (1.8) 
С учетом (1.6) для значений ijlm  будем иметь [111]: 
эф22эф1211 2  nnnn xyyyxx , 
эф11эф2122 2  nnnn xyyyxx .  (1.9) 
























По обе стороны границы С должны выполняться условия равно-
весия, которые с учетом [111]: 
(1) (2)( ) ( ) ,xy xy xy      
 
 
приводят к неравенству [111]: 
 (2)2 2 1 2 ,xy xy             
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Из-за малости эф  данное соотношение выполняется лишь при 
малом 22
2
1 nn , удовлетворяющем неравенству [111]: 
 
2 2




          
    эф
кр
кр xy ,  (1.10) 
где  – угол наклона поверхности двойника к плоскости двойникова-
ния (  cos1n ,  sin2n ). 
Это позволило в работе [111] И. М. Лифшицу сделать вывод  
о том, что либо 1sin  , либо 1cos  , и границы двойника обра-
зуют малый угол с осью OY или OX. Возможность формирования ма-
лого угла между границей двойника и осью OX исключается, так как 
между участками границы с 11 n  и 1 должна лежать угловая точка 
излома в связи с тем, что промежуточные углы наклона не удовлетво-
ряют условию (1.10). При этом выражения ( )C r

, )1(xy  и 
)2(
xy  обраща-
ются в логарифмическую бесконечность во всякой угловой точке. 
Для оценки интегралов )(rC
  вблизи угловой точки в работе [111] 
предложено воспользоваться формулой (1.6), так как конечные разме-
ры кристалла при этом роли не играют. Таким образом, следует оце-






I ; yixz  ,  i  (A, B – постоянные) 
вблизи угловой точки 0z  кривой С. Углы наклона касательной к кри-
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A B d z z z A B
z dz dz dz dz
                          




11 tgtg  ; .tgtg 22   
Логарифмическая особенность в данном случае исчезает, когда 
21  , или .21   В этом случае интеграл не расходится только 
в точке возврата. 
Неограниченное возрастание )1(xy  и 
)2(
xy  в окрестности угловой 
точки противоречит условиям механической устойчивости (1.7), что и 
указывает на невозможность существования угловых точек границы и 
участков, где граница образует малый угол с осью OX. По этой при-
чине в работе [111] сделан вывод, что угол при вершине двойниковой 
области должен быть нулевым. 
Таким образом, макроскопическая теория И. М. Лифшица утвер-
ждает, что двойник должен иметь форму длинного и узкого клина. 
Максимально возможный угол наклона поверхности двойника к плос-




Критические напряжения кркр xy  не выражаются через модули 
упругости ijlm  и фигурируют в теории Лифшица в качестве незави-
симого параметра. 
Несмотря на то что полученные результаты теории Лифшица со-
гласуются с экспериментальными данными Р. И. Гарбера [159]–[161], 
[163], [165], согласно которым МПа10кр  , что дает 
3
max 103
 ,  
в настоящее время вопрос об энергетической предпочтительности 
существования тонких остаточных двойников остается открытым. 
Замечательной особенностью работы И. М. Лифшица [111] явля-
ется возможность расчета на основании его макроскопической теории 
напряжений и деформаций у тонкого двойника. При этом они пред-
ставлялись в виде суммы напряжений, возникающих от внешней силы, 
и напряжений от дополнительных поверхностных сил двойника [111]: 
 
Cijijij
 )0(  
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В неограниченной среде напряжения под влиянием сосредото-
ченной силы f

































































xy . (1.11) 












 ; iA , iB , i  – посто-
янные, связанные с модулями упругости среды. 
Величина  ij  получается интегрированием (1.11) вдоль грани-
цы двойника С [111]: 







 1 / ,f f d ds    2 / .f f d ds    
В приближении тонкого двойника длиной L в неограниченной 
среде при учете уравнений левой и правой границ двойника, имею-
щих вид )(1 yx   и )(2 yx  , при учете справедливого для z вне об-
ласти двойника равенства типа [111]: 
 / 0.d z     






   
   
      
 
   
 
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 * .С В iA     
Считая двойник достаточно тонким, в [111] полагалось: 
)()()( 21  , 1 , 
где  )()(max 11   – наибольший угол между границами двой-
ника. 
Тогда, как показано в [111]: 
        02222  LLLL , 1)(  . 
С точностью до членов второго порядка получено [111]: 










z y i x y
     
   
        
где 
1 ,   ;01  yx  2 ,   02  yx ; 0 , y > 2L , y < – 2L . 
Отсюда, с учетом (1.11), получается [111]: 
       ;Re2 2211  vCvCCxx  
       ;Re2 222111  viCviCCxy  
       ,Re2 22221211  vCvCCyy  
где 
     
   
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Это справедливо на больших по сравнению с толщиной двойни-




















Отсюда значения для напряжений и деформаций на левой и пра-
вой внешней границе двойника, соответственно, можно рассчитать по 
формуле [111]: 

















)2( )(V.p. , 
где 
 2211* Im  CCb ;   2211* Re CC . 
Для скачка xy  на границе двойника согласно (1.6) получается [111]: 
 2)2()1( 2  Oxyxyxy . 
Отсюда на внутренних границах [111]: 












          
  
При  1/2)( 2   имеем [114]: 
2 2 2
2 2 2 2
( ) .






    
    
      
Тогда при достаточно малом  имеет место [111]: 
     (1) * * 22 2 / 1 2 ;xy C b y y            
     (2) * * 22 / 1 .xy C b y y        
Это означает, что такой двойник может существовать без внеш-
ней нагрузки [111]. 
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1.3. Теория дислокаций и ее место в механике  
деформируемого твердого тела 
В основе дислокационной теории двойникования лежит понятие 
двойникующей дислокации [109], которая является частичной дисло-
кацией Шокли [26]. Поэтому необходимо рассмотрение основ теории 
дислокаций и ее места в механике деформируемого твердого тела. 
В механике деформируемого твердого тела понятие «дислока-
ция» было введено задолго до экспериментального обнаружения это-
го дефекта физиками. Введение дислокационной терминологии при-
надлежит таким немецким и итальянским ученым, как Г. Вейнгартен, 
А. Сомиглиана и В. Вольтера [23]. Как указывается в [23], данный ис-
торический факт при создании строгой теории дислокаций Дж. Бюр-
герсом был забыт. Однако в трудах таких механиков, как А. Ляв [24], 
Н. И. Мусхелишвили [269], в их книгах по теории упругости были 
включены разделы, посвященные теории дислокаций, еще до введения 
понятия о дислокации в физике конденсированного состояния. 
Различие в рассмотрении дислокаций в механике деформируе-
мого твердого тела и в физике конденсированного состояния состоит 
в том, что в механике дислокация рассматривается в сплошной среде 
без учета ее атомного строения, а в физике – с позиций атомного 
строения вещества [41]. 
Используемая в механике гипотеза о сплошности среды [1] под-
разумевает постановку и решение задачи о расчете напряженно-
деформированного состояния, обусловленного дислокациями, в то 
время как в физике конденсированного состояния решение такой зада-
чи правомерно с позиции смещений атомов из равновесного положе-
ния, обусловленного искажениями кристаллической решетки [270]. 
Такие механики, как В. Вольтера [1], Дж. Гиллман [271] и  
А. Ляв [24], решали задачи о равновесии сплошной среды, рассматри-
вая разрезанный цилиндр. Решенные ими задачи стали востребован-
ными после открытия дислокаций для расчета у них полей напряже-
ний с позиций механики деформируемого твердого тела. Одно из 
приложений таких задач – расчет напряженно-деформированного со-
стояния у краевой дислокации. Для этого, следуя методам механики 
деформируемого твердого тела, рассматривается цилиндр с незакон-





Рис. 1.4. Схематическое изображение краевой дислокации  
в цилиндре, данное Дж. Хиртом и И. Лоте [26] 
Представленное на рис. 1.4 деформирование цилиндра, рассмат-
риваемое в механике, соответствует скольжению при обнаруженных 
позднее дислокационных процессах [26]. Так как вдоль оси z градиент 
напряжений отсутствует, то для расчета смещений в рассматриваемом 
цилиндре, деформируемом так, как это показано на рис. 1.4, достаточ-
но решить плоскую задачу теории упругости, для которой справедли-
во уравнение [1], [26]: 
   1 1 1 2 2 2 1 2 3
1 3 2 3 3 3
, , , , 0;
0, 0, 0,
u u x x u u x x u
u x u x u x
   

        
 (1.12) 
где iu  – смещения; ix  (i = 1, 2, 3 или x, y, z) – прямоугольные декарто-
вы координаты. 
Исходя из условий (1.12), можно получить дополнительные ха-









     
   
  
 (1.13) 
Система (1.13) получена из условия равновесия: 
1 2 3
1 2 3
0,Vi i i ifx x x
  














где Vif  – i-я компонента объемной силы, действующей на единицу 
объема. 


















   

    
 
 (1.14) 
где  – функция напряжений Эйри. 
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и, используя соотношения: 
   
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  










E – модуль Юнга;  – модуль сдвига;  – коэффициент Пуассона;  

















































Прямая краевая дислокация создает плоское деформированное 
состояние, определяемое приведенными в монографии Дж. Хирта  




u i . 
Для функции напряжений Эйри уравнение (1.18) в полярных ко-
ординатах, как это было показано, например, в [26] Дж. Хиртом и  























где 1  – константа. 






 .  (1.20) 
Для модуля вектора Бюргерса краевой дислокации справедливо 
приведенное в монографии Дж. Хирта и И. Лоте [26] соотношение 
   кр , , ,xx xxb x x dx


          
где 0  и  положительно. 

















Тогда функция напряжений (1.20) примет вид [26]: 








 . (1.21) 
 
 33 
Согласно работе [269] данная задача может быть поставлена  
и в смещениях ur  с помощью двумерной δ-функции в виде: 
( )1 div , ,1 2u u b ∆ + ∇ = τ δ ξ − ν
r rr r r  (1.22) 
где τr  – вектор касательной к линии дислокации; ξ
r
 – двумерный ра-
диус-вектор, который в заданной точке отсчитывается от линии дис-
локации в перпендикулярной вектору τr  плоскости (рис. 1.4). 
Для прямолинейной краевой дислокации, когда проекции ее векто-
ра Бюргерса на оси x, y и z равны крbbx = , 0== zy bb , уравнение (1.22) 
примет вид [58]: 
( )rjbuu rrrr δ−=∇
ν−
+∆ крdiv21
1 ,  (1.23) 
где j
r
 – единичный вектор вдоль оси y. 
В результате решения данного уравнения, с учетом (1.15), полу-










π  − ν + 
 




1 2 ln .
2 4 1 4 1y
b x yu x y
x y
 − ν − = − + +
π − ν − ν + 
  (1.24) 
Используя (1.21), дифференцируя (1.14), как было показано в [26], 

















































.0 yzxz  (1.25) 































0 zrz , 
где r и  – полярные координаты (рис. 1.4). 
Аналогично, исходя из условий [26]: 
021  uu ,  2133 , xxuu  , 
можно получить уравнение [1], [26], [158]: 
.03
2  u  (1.26) 
Тогда для решения задачи о равновесии цилиндра со сдвигом, 
представленным на рис. 1.5, приведенным Дж. Хиртом и И. Лоте в [26], 
аналогом винтовой дислокации в однородной изотропной среде, учи-
тывая, что 0 yx bb , вbbz   ( вb  – модуль вектора Бюргерса винтовой 












Рис. 1.5. Схематическое изображение винтовой дислокации  
в цилиндре, данное Дж. Хиртом и И. Лоте [26] 















.0 zzyyxyxx  (1.28) 
В полярных координатах компоненты тензора напряжений, обу-








   
.0  zzrrrrz  
Следующим шагом в развитии механики деформируемого твер-
дого тела стало создание континуальной теории пластичности и дисло-
каций. Основы этой теории были заложены в трудах таких механиков, 
как А. М. Косевич [29], В. И. Владимиров [42], [272], А. Н. Орлов [273], 
Дж. Эшелби [274], Э. Кренер [275]. При этом решалась задача, кото-
рая в случае ненагруженного твердого тела с дислокациями, следуя 
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ijijij Sp  , 
 e
kkKp  , 
 e
ijij eS  2 , 3
2
K , 





















































 ,  (1.29) 
где iu  – компоненты вектора перемещений; ij  – тензор пластической 
дисторсии; ijS  – тензор девиатора напряжений; ijS
~
 – девиатор полных 
напряжений; rijS  – тензор сил трения покоя; SY  – предел текучести ма-
териала; ije  – тензор девиатора деформаций; ji  – тензор плотности 
дислокаций; ijk  – абсолютно антисимметричный тензор Леви-
Чивиты; ij  – символ Кронекера; p – давление; K – модуль объемного 
сжатия; индекс  e  обозначает упругие деформации; индекс p обозна-
чает пластические деформации; ij  – вихревые самоуравновешенные 


















где C  – константа. 
Граничные условия для рассматриваемой задачи ненагруженно-
го упругого полупространства имеют вид [276]: 
jiji nf  , ,0 lijkjln  (1.30) 
где if  – поверхностная сила; jn  – компоненты вектора нормали к по-
верхности. 
Условия (1.29) получены исходя из равенства нулю поверхност-
ных интегралов в условии экстремальности 0S , где S – действие, 
для которого справедливо   dtLS  [277]. Здесь LΣ – лагранжиан, ко-
торый состоит из двух частей [277]: 



















J 4  
поток дислокаций. 
Лагранжиан LΣ инвариантен при преобразованиях [277]: 
 txhuu jiii , . 
















































































































  dVCJJBL ijijjijid  (1.32) 
где B  – новая константа. 
Тензора jiJ  и ij , входящие в (1.32), удовлетворяют соотношениям [277]: 
;
0 0



























где jB  – сумма векторов Бюргерса всех дислокаций; 0S  – контур, ог-
раничивающий площадку 0S , которую пересекают линии дислокаций. 
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  (1.33) 
Для ij , входящих в (1.33), справедливы формулы (1.29). 






iij fb  (1.34) 
где τq – единичный вектор, направленный по касательной к дислока-
ционной линии; bq – вектор Бюргерса; qf  – функция распределения 
дислокаций; q обозначает сорт дислокаций и суммирование ведется 
по всем их сортам. 
Формула (1.34) позволяет перейти к определяемой эксперимен-
тально плотности дислокаций [278]: 






i b  (1.35) 






Частным случаем задачи (1.29) является вариант плоскодефор-

































































ije  , 
 yyxxxxxxe  3
1
,  yyxxyyyye  3
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~ , yyyyyy 
~ , xyxyxy 















 ,  (1.36) 
где 0ср  – плотность недеформированной среды. 
Граничные условия (1.30) в этом случае примут вид [279]: 
0 yxyxxx nn , 0 xyxyyy nn , 0 zyzx . 
Как было показано в [279], систему уравнений для нахожде- 
ния ij , 
p





















ije  . (1.37) 
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Отсюда после дифференцирования левой и правой частей двух 










































.  (1.38) 
Заметим, что уравнения равновесия из (1.36) могут быть пред-






































































После открытия и экспериментального обнаружения дислокаций 
в твердых телах [26] возникла необходимость в использовании накоп-
ленного к тому времени опыта механики деформируемого твердого 
тела применительно к проблемам физики твердого тела. С этой целью 










,  (1.39) 
где b

 – вектор Бюргерса; C – контур интегрирования; dl – элемент 
контура интегрирования. 
Формула (1.39) для модуля вектора Бюргерса, кратного меж-
атомному расстоянию, стала связующим звеном между механикой 
деформируемого твердого тела и физикой конденсированного состоя-
ния. С левой стороны равенства (1.39) находится параметр, исполь-
зуемый в механике для задания величины смещения, но в данном 
случае он уже связан со структурой твердого тела, как это принято в 
физике конденсированного состояния. С правой стороны соотноше-
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ния (1.39) находится интеграл от частной производной от усреднен-
ной по объему величины u

. Такое усреднение возможно только в 
рамках гипотезы сплошности среды, являющейся основой механики 
деформируемого твердого тела [20]. 
Дальнейшее развитие теория дислокаций получила в направле-
нии учета анизотропии твердого тела и ее влияния на напряженно-
деформированное состояние, обусловленное дислокациями [26]. 
1.4. Дислокационные модели двойникования 
В дислокационной теории упругого двойника, представленной  
в работах [108]–[110] А. М. Косевичем, В. С. Бойко, М. В. Классен-
Неклюдовой, Л. А. Пастуром, как и в модели И. М. Лифшица [111], 
используется приближение тонкого двойника. При этом двойник счи-
тается плоским, а ось Y совпадает с направлением двойникования,  
наклоненным под углом  к поверхности кристалла (рис. 1.6). Такой 
двойник образован скоплением прямолинейных дислокаций, парал-
лельных оси Z. В [108] А. М. Косевичем и В. С. Бойко предполагает-
ся, что источник прямолинейных двойникующих дислокаций нахо-
дится у поверхности кристалла в точке y = a0. Этот источник под 
действием сосредоточенной нагрузки способен генерировать двойни-
кующие дислокации. 
Толщина двойника  yh  в некоторой точке y с плотностью двой-
никующих дислокаций  y  связана соотношением [108]: 
   
L
y
dayh )( , 
где a  – межатомное расстояние в плоскости, перпендикулярной плос- 
кости двойникования. 













где N  – полное число двойникующих дислокаций одного знака;  – пол-









Рис. 1.6. Дислокационная модель тонкого двойника [108] 
Упругая сила, действующая на единицу длины дислокации со 
стороны внешнего поля и других дислокаций двойника, определяется 
по формуле [108]: 





)(),(V.p.)( 0упр , 
где )(ye  – напряжения, созданные внешними нагрузками; ),(0  y  – 
напряжения, созданные в точке у на линии двойникования отдельной 
дислокацией, расположенной в точке  этой же линии. 
Для случая неограниченного однородного кристалла в [108]  
А. М. Косевичем и В. С. Бойко получено следующее соотношение: 






















Для ограниченной среды [108]: 
   0 1, , ,ky B K yy
 
       
 
где ),( yK  – функция двух переменных. 
Условие равновесия дислокации в точке y в [108] А. М. Косеви-
чем и В. С. Бойко приводится в виде: 
    0неупрупр  yfyf ,    ySbyf kнеупр , (1.40) 
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где  yS  – напряжения на линии двойникования, эквивалентные на-
личию сил неупругого происхождения, определяющих пластическую 
деформацию. 
Соотношение (1.40) в [108] А. М. Косевичем и В. С. Бойко так-
же представлено в виде: 
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Если )(yS  известна, то данное уравнение позволяет находить функ-
цию )(y  при заданной функции )(y , которая удовлетворяет специ-
альному условию ортогональности [108]: 





y y dy    
где )(0 y  – решение следующего уравнения [108]: 





K y y dy    
Для определения напряжений у тонкого двойника, представлен-
ного на рис. 1.6, в работе [133] А. М. Косевичем и Л. А. Пастуром бы-
ло предложено использовать выражение вида: 
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Тогда, как было показано в [110] А. М. Косевичем и Л. А. Пас-
туром, условие равновесия тонкого двойника, находящегося у по-
верхности кристалла, может быть представлено в виде: 
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    .0,0,0 вкр  ybyb exzexy  (1.42) 
В интегральной форме в [110] выражение (1.42) представлено 
следующим образом: 









d d y d
M f y
y y y
          
  
     





























Из (1.43) получается уравнение Фредгольма второго рода [110]: 
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Здесь 0C  – постоянная, выбором которой определяется поведе-
ние решения (1.44) на концах интервала ( 0a , L) [110]. 
Таким образом, существующие модели двойникования кристал-
лов обладают рядом ограничений, которые не позволяют полностью 
охватить все классы двойников, не подходящие под определение тон-
кого двойника. Также проблематично использовать существующие мо-
дели двойникования для описания начальных стадий двойникования. 
В работе [43] В. М. Финкелем, В. А. Федоровым и А. П. Короле-
вым предложена дислокационная модель двойника, в которой двойни-
ковая граница представляется в виде ступенчатого скопления краевых 
(либо винтовых) дислокаций. Для расчета напряжений у двойника при 
этом использовались соотношения [43]: 
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  (1.45) 
где kx  и ky  – координаты k-й двойникующей дислокации. 
Недостатком соотношений (1.45) является то, что они малоэко-
номичны в плане компьютерных расчетов, так как требуют значи-
тельного времени для задания координат каждой дислокации, что 
особенно неудобно при большом количестве дислокаций. 
Кроме рассмотренных моделей широкое распространение полу-
чили и атомные модели двойников [109], [280], [281]. Однако с точки 
зрения использования в механике деформируемого твердого тела эти 
модели интереса не представляют, так как выходят за рамки прибли-
жения сплошности среды. 
Существуют также и дисклинационные модели двойников [146], 
но рассмотрение таких моделей выходит за рамки задач данной работы. 
Таким образом, можно заключить, что механическому двойнико-
ванию подвержен широкий класс используемых в технике материалов. 
Практически все материалы, используемые в машиностроении, прибо-
ростроении и электронике, двойникуются. Двойникование оказывает 
существенное влияние на физико-механические свойства материалов. 
Оно является как резервом пластичности [150], так и источником заро-
ждения разрушения [43]. В настоящее время экспериментально убеди-
тельно показано, что трещины зарождаются как у вершин клиновидных 
двойников [52], так и у их границ [50]. При этом для прогнозирования 
зарождения разрушения важно знать распределение полей внутренних 
напряжений, обусловленных двойником. 
В настоящее время в научной литературе представлен обшир-
ный материал по результатам исследования двойникования анизо-
тропных твердых тел. При этом существующие модели двойников 
можно охарактеризовать как не позволяющие описывать все классы 
двойников, наблюдаемых при деформировании твердых тел. Отсутст-
вуют имеющие важное практическое значение примеры решения за-
дач механики деформируемого твердого тела с учетом напряжений, 
локализованных на двойниковых границах. Все это указывает на на-
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личие важной научной проблемы, заключающейся в необходимости 
математического описания, анализа обширных экспериментальных 
данных, а также развития теории двойникования и применения этой 
теории для решения задач механики деформируемого твердого тела. 
Макроскопическая теория И. М. Лифшица и существующая 
дислокационная теория двойникования оперируют приближением 
тонкого двойника. Это приближение позволяет рассматривать весьма 
ограниченный класс двойников, у которых длина намного больше ши-
рины у устья. На практике у концентраторов напряжений значительно 
чаще наблюдаются двойники, ширина которых лишь на порядок мень-
ше их длины. Поэтому требует решения проблема разработки таких 
моделей, которые позволяли бы рассматривать напряженное состояние 
внутри двойников на таком масштабном уровне, когда распределение 
двойникующих дислокаций на двойниковых границах можно считать 
непрерывным. Это особенно важно для рассмотрения состояния у 
двойнковых границ и границ родственных [109] им мартенситных игл, 
играющих большую роль в задании свойств адаптивных материалов 
[282]–[294], относящихся в настоящее время к классу новых материа-




МЕТОД РАСЧЕТА НАПРЯЖЕННО- 
ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ  
У ЗАКЛИНИВШЕГОСЯ ДВОЙНИКА В РАМКАХ 
ПРИБЛИЖЕНИЯ НЕПРЕРЫВНОГО  
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДВОЙНИКУЮЩИХ ДИСЛОКАЦИЙ  
НА ДВОЙНИКОВЫХ ГРАНИЦАХ 
2.1. Некоторые экспериментальные результаты  
исследования механического двойникования  
и его взаимодействия с другими дефектами  
кристаллической решетки 
Рассмотрим результаты, полученные методом индентирования 
поверхности монокристалла. Метод локального дозированного дефор-
мирования поверхности твердых тел инденторами различной формы 
нашел широкое применение для исследования скольжения [219],  
[295]–[297] и двойникования [298], [299] монокристаллов, негомоген-
ной пластической деформации и разрушения аморфных материалов 
[300]–[302]. Этот метод обладает такими существенными достоинства-
ми, как: 1) большая информативность, позволяющая всесторонне изу-
чать двойникование, скольжение и разрушение твердых тел; 2) отсут-
ствие необходимости в большем количестве образцов; 3) наличие 
возможности дозированно, с высокой степенью точности, локально 
воздействовать на конденсированную среду. В настоящее время инте-
рес к данному методу возрос из-за бурного развития производства ис-
следовательских приборов, в основу принципа действия которых по-
ложено индентирование, в том числе наноиндентирование [303]. 
Технический уровень и качество таких приборов достаточно высоки и 




Несмотря на наметившийся в настоящее время всплеск в количе-
стве публикаций, посвященных исследованию магнитных монокри-
сталлов с памятью формы типа Ni2MnGa [304]–[306], данный материал 
можно отнести к классу ультрасовременных, имеющих большие пер-
спективы в плане практического использования в технических систе-
мах нового поколения. Актуальность исследований данных монокри-
сталлов обусловлена тем, что эти материалы обладают уникальными 
физическими, физико-механическими свойствами, которые изучены 
все еще не достаточно полно. Особенно малое количество исследова-
ний посвящено изучению пластической деформации этих материалов  
и выявлению механизмов взаимодействия двойникования и скольже-
ния с границами раздела фаз «мартенсит–аустенит». Метод локального 
деформирования поверхности твердых тел для решения данных задач, 
связанных с изучением механизмов взаимодействия двойникования и 
скольжения в монокристаллах, подверженных бездиффузионным фазо-
вым превращениям, можно считать перспективным. 
Монокристаллы Ni2MnGa получали методом направленной кри-
сталлизации расплава (вертикальным методом Бриджмена). Призмати-
ческие образцы вырезали электроискровым методом вдоль заданных 
кристаллографических направлений. Поверхности призм подвергались 
полировке. 
Локальное деформирование поверхностей {100}, {110} и {111} 
аустенитной фазы и поверхностей {100}, {110} мартенситной фазы 
проводилось при комнатной температуре нормально к поверхности ко-
ническим алмазным индентором Роквелла при нагрузке на него 150 Н. 
Угол при вершине конуса индентора равен 120°. Велся анализ дефор-
мационной картины, наблюдаемой в области локального деформиро-
вания поверхности (результаты получены совместно с А. Л. Созино-
вым и А. А. Сорока в «Adaptamat Ltd.» (Финляндия, Хельсинки) [307]). 
На рис. 2.1 представлена типичная деформационная картина у 
отпечатка индентора конической формы на поверхности типа {100} мо-
нокристалла Ni2MnGa, находящегося в аустенитной фазе. На рис. 2.1, а 
показан частично восстановленный отпечаток, а на рис. 2.1, b пред-
ставлена ситуация, когда восстановление отпечатка уже завершено. 
Упругое восстановление отпечатка происходит в результате релакса-
ции напряжений, в местах вспучивания материала в четырех областях 
(на рис. 2.1, a эти области отмечены черными стрелками) у границ 
отпечатка индентора в направлениях <100>. Взаимное расположение 
областей вспучивания и отпечатка показано на рис. 2.1, в. Очевидно, 
что такая картина сформировалась в результате анизотропного пла-







































Рис. 2.1. Вид деформационной картины у отпечатка индентора конической  
формы на поверхности типа {100} аустенитного монокристалла Ni2MnGa: 
а – отпечаток частично восстановленный (стрелками показаны области  
вспучивания материала); б – максимально восстановленный отпечаток  
(белая стрелка – интенсивное восстановление центра отпечатка);  
в – схематическое изображение расположения областей вспучивания  
(фрагменты серых кругов) у отпечатка конического индентора  
(черный круг); г – схема восстановления отпечатка (стрелками  
показаны направления упругого восстановления отпечатка);  
д – схематическое изображение линий тока (сплошные стрелки)  
для пластического течения при вдавливании индентора  
(пунктирными стрелками показаны области образования  
вспучиваний материала); е – пространственное изображение  


















Это течение может быть следствием как дислокационных про-
цессов у индентора, так и в результате бездислокационного диффузи-
онного течения материала. Направления упругого восстановления 
прилегающих к отпечатку индентора областей показаны на рис. 2.1, г. 
Наблюдаемое вспучивание материала существенно уменьшается в ре-
зультате упругого восстановления отпечатка (рис. 2.1, б). При этом 
форма отпечатка из округлой становится близкой к квадратной фор-
ме. Иллюстрация этого процесса показана на рис. 2.1, г и объясняется 
анизотропией упругого восстановления вспучиваний, связанного  
с кубической структурой аустенитной фазы монокристалла Ni2MnGa. 
Схематическое изображение пластического течения у индентора 
представлено на рис. 2.1, д. Данная схема предполагает, что в аусте-
нитной фазе монокристалла Ni2MnGa, как и у большинства металли-
ческих монокристаллов с кубической структурой, имеется система 
скольжения {111}<110>. Пространственное изображение реализации 
скольжения у индентора показано на рис. 2.1, е. Области вспучивания 
показаны на рис. 2.1, д пунктирными стрелками. 
Следует отметить, что в монокристалле Ni2MnGa интенсивному 
восстановлению подвержен и центр отпечатка. Об этом свидетельству-
ет наличие светлого пятна в центре отпечатка (рис. 2.1, a, б), фигури-
рующего на общем темном фоне отпечатка. Схематическое изображе-
ние данного процесса представлено на рис. 2.2, согласно которому 
восстановление центра отпечатка связано с упругими процессами в об-








Рис. 2.2. Пространственная схема, поясняющая процесс  
восстановления центра отпечатка: 
a – невосстановленный отпечаток (серый круг – область  
пластического течения); б – восстановление отпечатка  
(белая стрелка показывает область, отмеченную  
белой стрелкой на рис. 2.1) 
Деформационная картина у отпечатка индентора на поверхности 
{110} аустенитного монокристалла Ni2MnGa несколько иная, чем в 
предыдущем случае деформирования поверхности {100}. Несмотря 
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на то что областей вспучивания деформированного материала по-
прежнему остается четыре, релаксация напряжений в этих областях 

















Рис. 2.3. Деформационная картина у отпечатка индентора  
конической формы на поверхности типа {110} аустенитного  
монокристалла Ni2MnGa:  а – схематическое изображение типичной  
деформационной картины на поверхности {110} у отпечатка в направлении <100>;  
б – рельеф поверхности вдоль отрезка AB в плоскости,  
перпендикулярной плоскости рисунка; в – схематическое изображение  





Вид областей аккомодации в этом случае зависит от направления, 
а именно в направлении типа <100> вспучивание более интенсивно. 
Этого не наблюдалось при деформировании поверхности {100}. В об-
ласти аккомодации напряжений в направлении <100> можно выделить 
возвышенное плато (рис. 2.3, a, б) и впадины по его краям. Схематичес-
кое изображение расположения этих областей представлено на рис. 2.3, a. 
Вид рельефа вдоль отрезка AB (рис. 2.3, a) в плоскости, перпендику-
лярной плоскости {110}, схематически показан на рис. 2.3, б. Во впа-
динах наблюдаются идущие от плато полосы. Имеются полосы и на 
другой стороне впадины. Можно предположить, что данные полосы 
являются проявлением ротационных сдвигов вокруг направления, 
близкого к направлению <111> (рис. 2.3, a). 
Полосы аккомодации в направлении <110> имеют вид треуголь-
ника. Можно предполагать, что данный рельеф создан локальными 
ротациями вдоль двух взаимно перпендикулярных направлений типа 
<111> (рис. 2.3, в). 
Как и при деформировании поверхности {100} коническим ин-
дентором, в рассматриваемом случае индентирования поверхности 
{110} наблюдается интенсивное восстановление центра отпечатка 
индентора. 
В случае локального дозированного деформирования поверхно-
сти {111} аустенитного монокристалла Ni2MnGa областей вспучивания 
у отпечатка индентора образуется три (рис. 2.4), а не четыре, как в пре-
дыдущих случаях деформирования поверхностей {100} и {110}. При 
этом области вспучивания образуются на пересечении направлений 
<110> (рис. 2.4, a). Аккомодация вспучиваний образует плато, как и в 
случае деформирования поверхности {110}, но при этом у краев плато 
после углублений образуются и две симметричные области вспучива-
ния (рис. 2.4, б, в). Микрорельеф, образующийся на склонах вспучива-
ний и имеющий вид почти параллельных штрихов, является следстви-
ем ротационных сдвигов вокруг направлений <110> (рис. 2.4, б). 
В отличие от аустенитной фазы реакция на деформирование ин-
дентором поверхности {100} мартенситной фазы монокристалла 
Ni2MnGa осуществляется не только скольжением, но и двойниковани-
ем. На поверхности (100) следы двойникования ориентированы вдоль 
направлений [010] и [100] (рис. 2.5). Но чаще встречается картина, ко-
гда двойникование у отпечатка конического индентора наблюдается 
вдоль только одного из указанных направлений.  
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Отличительной особенностью протекания пластической дефор-
мации при данных условиях деформирования монокристалла Ni2MnGa 
является то, что двойникование протекает путем формирования групп 
параллельных двойников линзовидной формы (рис. 2.5, a, в). 
Наряду с двойникованием, при деформировании поверхности (100) 
мартенситного монокристалла Ni2MnGa у отпечатка индентора наблю-
даются и полосы аккомодации, как и в случае мартенситного монокри-
сталла (рис. 2.5, б). Деформационную картину при этом схематически 
можно представить так, как это показано на рис. 2.5, г. 
На рис. 2.6 представлена типичная деформационная картина, на-
блюдаемая на плоскости типа {110} мартенситного монокристалла 
Ni2MnGa, деформированной коническим индентором нормально к по-
верхности. Отчетливо видна система клиновидных и линзовидных по-
лисинтетических механических остаточных двойников, ориентирован-
ных друг по отношению к другу под углами  и , очерчивая вокруг 
отпечатка фигуру в виде ромба. Увеличенное изображение данных 
двойников показано на рис. 2.6, a–в, д. При заданной нагрузке 150 Н  
у отпечатка индентора образуются трещины в четырех направлениях, 
перпендикулярных направлениям развития клиновидных двойников. 
Трещины не являются прямолинейными (рис. 2.6, a, в, д и е), что гово-
рит о сложном характере взаимодействия в мартенситной фазе моно-
кристалла Ni2MnGa двойникования, скольжения и разрушения, оказы-
вающем влияние на форму трещин. На рис. 2.6, a трещина состоит из 
разорванных фрагментов. На рис. 2.6, в трещина выступила в качестве 
стопора для полисинтетического двойника, создав вместе с ним на-
пряжения, достаточные для зарождения новых двойников, по другую 




















Рис. 2.4. Деформационная картина у отпечатка индентора  
конической формы на поверхности типа {111} аустенитного  
монокристалла Ni2MnGa: а – схематическое изображение  
областей вспучивания (фрагменты серых кругов) у отпечатка  
индентора (черный круг); б – схематическое изображение картины  
вспучивания у отпечатка индентора на поверхности {111};  
в – рельеф поверхности вдоль отрезка CD в плоскости,  















Рис. 2.5. Деформационная картина у отпечатка  
конического индентора на поверхности (100)  
мартенситного монокристалла Ni2MnGa: а – полисинтетический  
двойник, состоящий из системы линзовидных механических  
двойников; б – область пластической аккомодации;  
в – перпендикулярные друг другу пересекающиеся  
линзовидные двойники; г – схематическое изображение  
деформационной картины у отпечатка индентора  




















Рис. 2.6. Вид деформационной картины на поверхности (110)  
мартенситного монокристалла Ni2MnGa, деформированной  
коническим индентором при нагрузке 15 кг:  
а – увеличенное изображение взаимодействующей с двойниками  
трещины с разрывами; б – пересечение двойников; в – взаимодействие  
двойникования и разрушения; г – область пластической аккомодации;  
д – искривление трещины системой двойников; е – образование  








В направлении [100] у отпечатка индентора на поверхности (110) 
мартенситного монокристалла Ni2MnGa образуется рельеф, схожий  
с рельефом в таком же направлении данного монокристалла, но нахо-
дящимся в аустенитной фазе. 
Интересен случай, показанный на рис. 2.6, е. В данном случае 
вершина трещины стала источником зарождения клиновидного двой-
ника, что указывает на локализацию напряжений у вершины трещины 
и на активные дислокационные процессы в этой области, приведшие 
к генерации двойникующих дислокаций. 
На рис. 2.6, г показаны области пластического течения, которые 
могут быть идентифицированы как ротационные сдвиги или имею-
щие большую ширину (соизмеримую с длиной) двойники с криволи-
нейными границами. 
Схематически деформационная картина, образующаяся у отпечатка 
конического индентора на поверхности (110) мартенситного монокристал-
ла Ni2MnGa, показана на рис. 2.7. Как и в случае поверхности (100) мар-
тенсита (рис. 2.5, г), имеются две области вспучивания, но система па-














Рис. 2.7. Схематическое изображение деформационной  
картины у отпечатка индентора на поверхности (110)  
мартенситного монокристалла Ni2MnGa 
В качестве особенности реакции на внешнее деформирование 
поверхности индентором, свойственной монокристаллу Ni2MnGa, как 
в аустенитной, так и мартенситной фазе, можно отметить наличие пе-
риодически встречающихся вдали от отпечатка индентора микроско-
пических бугорков (рис. 2.8), которые, как правило, образуются вдали 
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от отпечатка индентора и могут быть как единичными (рис. 2.8, a), 
























Рис. 2.8. Образование микробугорков вдали от отпечатка индентора: 
а – единичный микробугорок вдали от отпечатка конического  
индентора на поверхности {100} аустенитного монокристалла Ni2MnGa;  
б – система микроскопических бугорков, образованная вдоль  
одного направления вдали от отпечатка пирамиды Виккерса  
на поверхности {110} мартенситного монокристалла Ni2MnGa;  
в – схематическое изображение единичного микробугорка вдали  
от отпечатка индентора (круг – стопор); г – схема образования группы  
микроскопических бугорков 
Схематическое изображение процесса образования единичного 
микроскопического бугорка показано на рисунке 2.8, в. В представлен-





является наличие в некотором удалении от поверхности стопора, пре-
пятствующего движению генерированных внедряемым индентором 
дислокаций вдоль плоскости скольжения. Это приводит к генерации 
под действием напряжений от скопившихся у стопора вторичных дис-
локаций, имеющих другую плоскость скольжения по сравнению с пер-
вичным скольжением. В качестве стопора могут выступать микровк-
лючения другой фазы, либо пластически деформированные зоны, а 
также микротрещины. Данные стопоры могут формироваться в процес-
се деформирования поверхности индентором и являться первичными 
каналами пластической деформации по сравнению с дислокационными 
процессами, приведшими к образованию бугорков, которые в данном 
случае вторичны. 
Наличие нескольких стопоров может приводить к образованию 
групп микробугорков, что схематически показано на рис. 2.8, г. 
Как видно из полученных результатов, пластическая деформа-
ция при локальном дозированном деформировании поверхности ко-
ническим индентором в аустенитнитном и мартенситном монокри-
сталлах Ni2MnGa протекает по-разному. При данном способе 
деформирования механическому двойникованию подвержена мартен-
ситная фаза Ni2MnGa, в то время как в аустенитной фазе двойникова-
ние практически отсутствует. Это дает основание рекомендовать экс-
плуатировать монокристаллы Ni2MnGa в аустенитном состоянии, 
особенно в условиях наличия внешних локальных пластически де-
формируемых воздействий, так как двойникование способно активи-
ровать разрушение. Благодаря способности исследуемого материала к 
упругому восстановлению областей локального деформирования, по-
следствия такого деформирования монокристалла частично или пол-
ностью могут быть устранены самопроизвольно по истечении времени 
восстановления. Это также указывает на преимущества аустенитной 
фазы, так как устранение остаточных двойников, возникших при ло-
кальном деформировании в мартенситной фазе, достаточно сложно. 
Как показали проведенные в данной работе эксперименты, возможно 
частичное (на 1–3 %) устранение остаточных механических двойни-
ков путем перемещения их через границы раздела «мартенсит–
аустенит». 
При деформировании твердых тел в благоприятных для двойни-
кования условиях двойники, как правило, образуются группами, особен-
но в случае сложнонапряженного состояния [308], часто возникающего 
в процессе эксплуатации изделий из двойникующихся материалов.  
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Поля напряжений, созданные границами соседних двойников, могут 
существенно повлиять на характер развития двойника и его форму. 
Поэтому при разработке технологии двойникующихся материалов, 
таких как, например, материалы с памятью формы [309], важное зна-
чение имеет учет взаимодействия друг с другом групп двойников. 
Этому вопросу уже уделено достаточно большое внимание, напри-
мер, в таких работах, как [107], [310], [311]. Однако имеется и ряд но-
вых экспериментальных данных [308], которые рассмотрим ниже. 
В [308] объектом исследования выступили остаточные двойники 
в монокристаллах висмута. Для исследования монокристаллы висмута 
были выбраны потому, что они являются хорошим модельным мате-
риалом для изучения механического двойникования. В них двойнико-
вание проявляется при комнатной температуре при достаточно низких 
скоростях нагружения для возможности использования метода инден-
тирования, реализуемого с помощью прибора ПМТ-3. Двойникование 
активировалось методом индентирования поверхности (111) монокри-
сталлов висмута алмазной пирамидой Виккерса. Возникающий при 
этом на поверхности (111) вокруг отпечатка индентора рельеф, образо-
ванный двойниками в результате поворота кристаллической решетки, 
изучался с помощью растровой электронной микроскопии. 
При последовательном нанесении на поверхности (111) двух от-
печатков индентора на небольшом расстоянии друг от друга часто 
возникала ситуация, когда один из двойников, образующийся у отпе-
чатка индентора, сливался со статическим остаточным двойником, 
находящимся у ранее оставленного отпечатка (рис. 2.9). Длина слив-
шихся таким образом двойников может значительно отличаться. При 
таком типе слиянии двойников в монокристалле висмута со стороны 
плоскости (111) каналы Розе [43] не наблюдаются (рис. 2.9). Однако 
это не означает, что данные каналы не могут образовываться внутри 
монокристалла висмута вдали от поверхности при встречном движе-
нии двойников со стороны противоположных граней кристалла. 
Не обнаруживается и следов разрушения в области слияния вершин 
двойников, которое присуще двойникованию монокристаллов кремни-
стого железа [43]. Это указывает на высокую подвижность полных ба-
зисных и пирамидальных дислокаций [116] в монокристаллах висмута, 
благодаря чему силы отталкивания дислокаций достаточны, чтобы не 
допустить их сближения на расстояние равное межатомному, при кото-
ром начинается процесс зарождения дислокационной трещины. При 
этом полные дислокации в висмуте активно участвуют в процессе релак-
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сации напряжений у сближающихся вершин клиновидных двойников, 
делая энергетически невыгодным процесс зарождения трещин. 
Согласно дислокационной модели линзовидного двойника [312] 
процесс слияния клиновидных двойников, находящихся в одной плос-
кости и развивающихся навстречу друг другу, можно объяснить исходя 
из рассмотрения процесса трансформации линзовидного двойника в 
двойник клиновидной формы (рис. 2.10). В результате такой трансфор-
мации у устья двойника образуется стенка двойникующих дислокаций, 
имеющих противоположный знак по отношению к знаку двойникую-
щих дислокаций у вершины двойника (рис. 2.10). Разный знак имеют и 
дислокации клиновидных двойников, вершины которых ориентирова-
ны навстречу друг другу. При слиянии таких двойников двойникующие 
дислокации противоположного знака аннигилируют, формируя коге-
рентную границу. В результате между отпечатками индентора образует-












после их слияния 
 
Рис. 2.9. Слияние двойников, находящихся в одной плоскости  
двойникования и развивавшихся в противоположных  
направлениях навстречу друг другу (10000) 
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Слияние двойников, принадлежащих одной плоскости, при встреч-
ном направлении развития может осуществляться и в случае, когда вер-
шина динамического двойника останавливается у вершины статического 
двойника. При этом релаксация напряжений у вершин двойников при-
водит к их подрастанию. Процесс подрастания остаточных двойников 
менее скоростной, чем процесс образования двойников под действием 
сосредоточенной нагрузки. Поэтому источники энергии у этих про-
цессов разные и в процессе слияния рассматриваемых двойников в 
случае их подрастания можно выделить следующие этапы: 1) образо-
вание остаточного двойника у первого отпечатка индентора; 2) обра-
зование остаточного двойника в плоскости первого двойника у второ-
го отпечатка индентора (вершина этого двойника находится вблизи 
вершины первого двойника); 3) слияние двойников в результате сил 
притяжения двойникующих дислокаций противоположного знака ка-
ждого двойника; 4) формирование равновесной формы двойниковой 
прослойки со слабо некогерентными границами, образовавшейся в 
результате слияния двойников. Таким образом, очевидно, что у пер-
вых двух этапов двойникования источник энергии связан с энергией 
деформирования индентором, а у третьего – с силами междислокаци-
онного взаимодействия. Третий этап наиболее активен в моменты 
времени, близкие к остановке двойника из-за того, что двойникующие 
дислокации еще не потеряли свою подвижность и еще не сформиро-




Рис. 2.10. Трансформация линзовидных двойников в двойники  
клиновидной формы, ориентированные навстречу друг другу  
перед процессом слияния (линзовидный двойник представлен  
в виде ромба в рамках линейного приближения; направление  
трансформации отмечено темными стрелками) 
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Когда энергии деформирования достаточно, чтобы вершина ди-
намического двойника достигла вершины статического двойника,  
в этапах слияния двойников отсутствует подрастание двойников. Вме-
сто этого наблюдается расширение статического двойника. 
Слияние без образования границы раздела свойственно и двой-
никам, находящимся в параллельных плоскостях и развивающимся  
в одном направлении (рис. 2.11). Однако это наблюдается не всегда. 
Имеются случаи, когда между двойниками, развивающимися в одном 
направлении, образуется граница раздела (рис. 2.12). Это происходит, ко-
гда двойники находятся не в параллельных, а в ориентированных под уг-
лом друг к другу плоскостях. Схематически это представлено на рис. 2.13. 
Очевидно, что граница раздела между двойниками образуется тогда, 
когда векторы Бюргерса двойникующих дислокаций не параллельны 
друг другу. Это подтверждается и наличием границы раздела между 
двойниками, развивающимися в непараллельных направлениях и не-
параллельных плоскостях (рис. 2.14). 
Таким образом, обнаружен новый тип границ раздела, которые 
по природе их происхождения можно назвать двойными двойниковы-
ми границами. Как это было установлено, такие границы бывают двух 
типов: 1) двойные границы раздела между двойниками, развивающи-
мися в одном направлении; 2) двойные границы раздела между двой-
никами различных кристаллографических направлений. 
Следует отметить, что отсутствие границы раздела между слив-
шимися встречными двойниками на рис. 2.9 указывает на то, что дан-
ные двойники находятся в одной плоскости. В случае, когда встречные 
двойники находятся в ориентированных под углом друг к другу плос-









Рис. 2.11. Слияние двойников, находящихся в параллельных плоскостях  







Рис. 2.12. Образование границы раздела (отмечена стрелкой) между  
двойниками, развивавшимися в одном направлении,  
но в непараллельных плоскостях (50000) 
 
Плоскость (111) 
Плоскость  (111) 
Слившиеся  
двойники 







Рис. 2.13. Схематическое изображение формирования двойников  
под поверхностью (111) в случае слияния двойников,  
развивавшихся в одном направлении, и в случае образования  





Рис. 2.14. Образование границы раздела (отмечена стрелкой)  
между двойниками, развивавшимися в непараллельных  
направлениях и плоскостях (50000) 
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Двойники, показанные на рис. 2.11, имеют сходство с ветвящи-
мися двойниками. Однако если из вершин двойников на их основания 
опустить перпендикуляры, то в случае двойников на рис. 2.11 эти 
перпендикуляры будут практически параллельны, а в случае ветвле-
ния – под достаточно большим углом, близким по величине с углом 
между непараллельными плоскостями двойникования. Это связано с 
тем, что двойники на рис. 2.11 находятся в параллельных плоскостях 
двойникования, а ветвящиеся двойники – в непараллельных плоскостях 
двойникования. 
На рис. 2.15 показана граница раздела между дочерним и материн-
ским двойником в случае ветвления двойников. Это также двойные 
двойниковые границы с такой же структурой, как и граница на рис. 2.14. 
Поэтому процесс ветвления двойников сопровождается образованием 
границы раздела между устьем дочернего двойника и границей мате-
ринского двойника. После образования такой границы в случае, когда 
процесс двойникования еще не завершился, материнская прослойка 
может ее огибать. 
На рис. 2.15 также представлено слияние двух двойников, разви-
вавшихся в одном направлении в параллельных плоскостях. Вершины 
однонаправленных слившихся двойников такого типа не всегда четко 
очерчены, как на рис. 2.15. Встречаются ситуации, когда вершина од-
ного двойника поглощается соседним двойником, и о процессе слия-
ния двух двойников свидетельствует лишь выпуклая форма одной из 
границ объединенного двойника. Если один из сливающихся двойни-
ков по своим геометрическим размерам существенно меньше другого, 
то о поглощении малого двойника большим может свидетельствовать 





Рис. 2.15. Границы раздела между материнским и дочерним  
ветвящимися двойниками (отмечены сплошными стрелками)  
и слияние материнского двойника с двойником в параллельной  
плоскости и направлении двойникования  
(отмечен пунктирной стрелкой) (25000) 
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На рис. 2.16 показан процесс взаимодействия вершины клино-
видного двойника, образовавшегося у отпечатка индентора, с коге-
рентной границей остаточной двойниковой прослойки, полученной в 
монокристалле висмута методом чистого изгиба. В месте контакта 
данных двойников четко выраженная граница раздела отсутствует. 
При этом когерентная граница двойниковой прослойки искривляется, 
создавая некогерентный участок. Причем искривление границы имеет 
форму, указывающую на то, что двойникующие дислокации прослой-
ки смещаются в сторону клиновидного двойника, что обнаруживает 
наличие сил притяжения двойникующих дислокаций остаточной двой-
никовой прослойки и клиновидного двойника. Одна из границ клино-
видного двойника выпуклая. Это указывает на высокую степень неко-
герентности данной границы, локализующей высокий уровень напряже-
ний. На рис. 2.16 видно, что релаксация этих напряжений произошла 
в результате образования тонкой двойниковой прослойки, направлен-







Рис. 2.16. Слияние некогерентного клиновидного двойника  
с когерентной двойниковой прослойкой (место слияния отмечено  
сплошной стрелкой) и образование тонкой двойниковой прослойки  
на некогерентной двойниковой границе  
(отмечено пунктирной стрелкой) (50000) 
На рис. 2.17 показаны слившиеся и не слившиеся двойники, раз-
вивавшиеся в одном направлении. Не слившийся двойник, вероятно, 
находится в плоскости двойникования, ориентированной под углом к 
плоскости слившихся двойников. Об этом, в частности, косвенно сви-
детельствует образовавшаяся дефектная область аккомодации в виде 
периодических неоднородностей, имеющих вид системы каналов Розе, 
рассмотренной в [43] в случае кремнистого железа. 
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Двойниковые границы являются концентраторами больших внут-
ренних напряжений. Это приводит к тому, что двойникование является 
инициатором зарождения разрушения [43]. С другой стороны, двойни-
ковые границы являются препятствиями для развития трещин, и с точ-
ки зрения поиска методов торможения разрушения изучение взаимо-
действия трещин с двойниками представляется актуальным. 
 
 
Рис. 2.17. Объединившиеся двойники одного направления  
(отмечены пунктирной стрелкой), не слившийся двойник  
(отмечен сплошной стрелкой) и периодическая микроструктура  
(отмечена штрихпунктирной линией) в виде группы  
каналов Розе (25000) 
На рис. 2.18 стрелкой отмечен результат взаимодействия тре-
щины с двойником после локального раздвойникования. В области 
взаимодействия наблюдается излом трещины. Это указывает на нали-
чие энергетических затрат для трещины на преодоление такого пре-
пятствия, как двойниковая прослойка. Как видно из рисунка, величи-
на излома трещины после раздвойникования превышает ширину 
трещины в области ее взаимодействия с двойником. 
При высоком уровне внешних напряжений, инициировавших 
раздвойникование, в области излома трещины наблюдается зарожде-
ние вторичного разрушения в направлении, перпендикулярном на-
правлению развития трещины. На рис. 2.18 это проявляется в том, что 
ширина излома трещины почти в два раза превышает ширину двух 





Рис. 2.18. Излом трещины в монокристалле висмута (100) 
Вся многогранность форм проявления механического двойнико-
вания при различных условиях деформирования двойникующегося 
материала в настоящее время еще не изучена. Имеются результаты 
экспериментальных исследований по изучению особенностей формо-
образования двойников, их ветвления, зарождения вдали от концен-
тратора напряжений и т. д. 
На рис. 2.19 представлен вид на поверхности (111) монокри-
сталла висмута пересечения групп параллельных двойников двух раз-
личных направлений двойникования. Картина пересечения двойников 
имеет вид сплетения. 
 
 
Рис. 2.19. Ансамбль сплетенных двойников в монокристалле  
висмута (100).  Вид на поверхности (111) 
Отличительной особенностью взаимодействия двойников друг с 
другом в этом случае является то, что после пересечения динамиче-
ского двойника со статическим двойником другого кристаллографи-
ческого направления ширина развивавшегося двойника уменьшается 
порой более чем в два раза. При этом тело статического двойника ис-
кривляется в результате ротационного сдвига. 
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Наблюдалось и полное торможение статическим двойником ди-
намического двойника. Участки отдельных двойников приобретали 
серповидную форму. После прохождения динамическим двойником 
статического двойника первый разделялся на два параллельных двой-
ника одного кристаллографического направления. При этом ширина 
таких двойников, как правило, значительно меньше, чем ширина ди-
намического двойника до столкновения со статическим двойником. 
Имело место и разделение вершины динамического двойника на две 
еще до пересечения статического двойника. 
Дефекты кристаллической решетки оказывают существенное 
влияние на процесс механического двойникования. Существенные 
особенности формы двойников наблюдаются при их взаимодействии 
с пластически деформированными областями, полосами сдвига или 
включениями. 
На рис. 2.20 представлена область монокристалла висмута на 
его поверхности (111) с несколькими микроразмерными дефектами. 
На рис. 2.20 стрелкой 1 показан двойник с появившейся у его 
вершины ветви в виде микродвойника другого кристаллографическо-
го направления (ветвление кончика двойника). Данный двойник на-
правлен к области вероятной концентрации напряжений у включения. 
Стрелкой 2 отмечен случай, когда включение разделяет двойник 
на две части. Следует отметить, что под включением данный двойник 
может быть цельным с областью раздвойникования, вызванным на-
пряжениями включения. Выше включения расположился двойник, 
имеющий ширину, приблизительно равную линейному размеру вклю-







Рис. 2.20. Взаимодействие механических двойников  
с препятствиями в монокристаллах висмута (100) 
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Стрелкой 3 на рисунке отмечена сдвойникованная область между 
двумя полосами сдвига. В этой области наблюдается группа парал-
лельных двойников разной ширины. Вероятно, причиной появления 
данных двойников стал рассмотренный выше двойник относительно 
большой ширины, разделившийся после взаимодействия с полосами 
сдвига на группу двойников меньшей ширины. 
2.2. Метод расчета полей напряжений, смещений  
и деформаций у остаточного клиновидного двойника  
с использованием приближения непрерывного  
распределения двойникующих дислокаций  
на некогерентных границах двойника 
Постановку задачи о твердом теле с остаточным механическим 
двойником можно выполнить таким же образом, как и в случае задачи 
о твердом теле с дислокациями, описанной соотношениями (1.29).  
В случае задачи о двойниковании тензор плотности дислокаций ij  не-
обходимо связывать с плотностью двойникующих дислокаций с исполь-
зованием соотношения (1.35). 
Решение рассматриваемой задачи упрощается при наличии мето-
дов расчета внутренних напряжений, созданных двойниковыми грани-
цами. В случае микродвойников, длина которых значительно превыша-
ет расстояние между двойникующими дислокациями, необходимо 
использование приближения непрерывного распределения двойни-
кующих дислокаций на двойниковых границах. Для этого рассмотрим 
остаточный механический клиновидный двойник, находящийся вдали 
от поверхности ненагруженного двойникующегося материала. Воз-
можность зарождения двойника вдали от поверхности в настоящее 
время является общеизвестной [313]. Такие двойники обычно зарож-
даются у концентратора напряжений [29], который пусть в нашем слу-
чае находится в точке O (рис. 2.21). Часто такими концентраторами на-
пряжений выступают границы зерен или других двойников [144]–[146], 
[152]. В нашей задаче не будем учитывать напряжения, которые созда-
ет данный концентратор напряжений, и рассмотрим только те напря-
жения, которые создают представленные на рис. 2.21 границы двойника. 
Для существования в твердом теле уже сформированного остаточного 
двойника во внешней нагрузке нет необходимости, так как исчезнове-
нию такого двойника препятствуют силы взаимодействия двойникую-
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щих дислокаций с, например, сидячими дислокациями или дислока-
циями леса [150], поля напряжений которых в данной модели также 
рассматривать не будем, задавшись целью рассмотрения только напря-
жений, обусловленных двойниковыми границами. 
Примем за   текущую координату точки на границе двойника. 
Тогда в общем случае в плоскости XOY форма границ клиновидного 
двойника описывается функциями )(1 f  и )(2 f  (рис. 2.21) [314]. Так 
как двойникующие дислокации являются частичными дислокациями 
Шокли [109], то их вектор Бюргерса можно разложить на две состав-
ляющие: винтовую bв и краевую bкр. Ориентация винтовой и краевой 
составляющих вектора Бюргерса двойникующих дислокаций показа-
на на рис. 2.21. Пусть дислокации на данных границах параллельны 
друг другу и оси OZ, перпендикулярной плоскости рис. 2.21, а плос-
кость двойникования совпадает с плоскостью XOZ. Согласно теории 
границ зерен и двойников [23], [26], [28], [29], [145], [146], [152], [315] 
такая модель двойника пригодна для расчета напряжений в плоскости 
сечения зерен, а следовательно, и двойников, когда они вдоль оси OZ 
имеют конечную длину. Также рассматриваемая модель справедлива 
и для расчета полей напряжений в объеме твердого тела, когда двой-
ник бесконечен в направлении оси OZ, но сечение двойника плоско-
стью, параллельной плоскости XOY, постоянно при трансляции этого 
сечения вдоль оси OZ. Согласно классификации, принятой в [29], та-
кие двойники называются плоскими. Существуют также тонкие пло-













Рис. 2.21. Схематическое изображение остаточного механического  
клиновидного двойника и направления компонент  
вектора Бюргерса двойникующих дислокаций 
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Очевидным является тот факт, что недеформируемое твердое те-
ло с двойником будет находиться в равновесии, так как составляющие 
двойник дислокации создают равновесное поле напряжений [23], [26]. 
Суперпозиция равновесных упругих полей напряжений также создает 
равновесное поле. В работе [316] приведены доказательства этого факта. 
Не прибегая к модели тонкого плоского упругого двойника, на-
пряжения, создаваемые представленным схематически на рис. 2.21 кли-
новидным двойником, при условии неподвижности двойниковых гра-
ниц, могут быть определены из формулы [314]: 











ijij ds  (2.2) 
Здесь )1(ij  и 
)2(
ij  – напряжения, создаваемые каждой из границ 
клиновидного двойника и определяемые с помощью криволинейного ин-
теграла вдоль профилей двойниковых границ LAB и LCB соответственно;  
1 и 2 – плотности двойникующих дислокаций на первой и второй двой-
никовых границах соответственно; )01( ,ij  и 
)02( ,
ij  – напряжения, создавае-
мые на двойниковых границах отдельными дислокациями. 
Криволинейные интегралы (2.2) сводятся к определенным инте-
гралам типа [314], [317]: 
       2(1) (1,0)1 1 1
0
( , ) 1 , , , ,
L
ij ijx y f x y f d           
       2(2) (2,0)2 2 2
0
( , ) 1 , , , .
L
ij ijx y f x y f d            (2.3) 
Здесь L – проекция длины двойника на ось OX (рис. 2.21). 
Выражения (2.3) в совокупности с (2.2) полностью определяют 
напряжения, создаваемые клиновидным двойником с формами границ 
в плоскости сечения двойника, описываемых функциями f1( ) и f2( ) 
на таком масштабном уровне, когда распределение двойникующих 
дислокаций на двойниковых границах можно считать непрерывным с 
плотностями 1( ) и 2( ). 
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Напряжения, создаваемые единичной двойникующей дислока-
цией, находящейся на одной или другой двойниковой границе соот-
ветственно, при условии нахождения двойника вдали от поверхности, 
могут быть определены из соотношений [314]: 
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Здесь принималась во внимание представленная на рис. 2.21 ори-
ентировка винтовой и краевой составляющих вектора Бюргерса; μ – мо- 
дуль сдвига;  – коэффициент Пуассона. Соотношения (2.4) и (2.5) по-
лучены с помощью формул для расчета напряжений у единичной крае-
вой, либо винтовой дислокации [26], [27]. 
Важным вопросом, возникающим при рассмотрении теорий уп-
ругого и остаточного двойникования, является вопрос о правомерно-
сти использования теории упругости в теории двойникования, так как 
механическое двойникование проявляется на стадии пластической 
деформации твердых тел, выходящей за рамки линейной зависимости 
напряжений от деформаций [318]. 
Следует отметить, что для зарождения механического двойника 
необходима концентрация напряжений [29]. В случае, например, со-
средоточенной нагрузки необходимая для зарождения двойника об-
ласть пластической деформации может иметь размер пренебрежимо 
малый по сравнению с размером сформировавшегося двойника. При 
этом после зарождения двойника в локальной области пластической 
деформации дальнейшее его развитие происходит за пределами этой 
области и движение двойникующих дислокаций происходит в поле 
упругих напряжений [150]. 
После снятия нагрузки в случае упругого двойникования раз-
двойникование происходит под действием полей упругих напряжений 
двойникующих дислокаций и сил притяжения дислокаций к поверхно-
сти. В случае остаточного двойника пластическая деформация локали-
зуется на двойниковых границах в узкой области (шириной в два-три 
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межатомных расстояния). В остальной области имеют место поля уп-
ругих напряжений, которые, как и в случае трещин, правомерно рас-
считывать на основании линейной теории упругости [43], [58], [314]. 
Таким образом, несмотря на то что для зарождения механических 
двойников необходимы напряжения превышающие предел упругости, 
развитие двойников и существование остаточных двойников может 
происходить в недеформированной области кристалла или в области 
полей упругих напряжений. Границы двойников локализуют пластиче-
скую деформацию в узких тонких полосах, создавая при этом поле 
дальнодействующих упругих полей напряжений. Аналогичная ситуа-
ция наблюдается и в случае образования трещин [45]–[48]. Но в этом 
случае для зарождения трещин необходимы напряжения, превышаю-
щие предел прочности материала, т. е. более высокие, чем в случае 
двойникования. А сами трещины создают напряжения, описываемые 
в рамках линейной теории упругости [48]. 
Рассмотрим случай, когда const21  . Очевидно, что это 
допущение правомерно для линейного приближения плотности двой-
никующих дислокаций. 
Следует отметить, что плотность двойникующих дислокаций – 
наиважнейшая физическая величина, определяющая процесс механиче-
ского двойникования кристаллов [29], [319], [320]. Для глубокого по-
нимания явления двойникования без знания сущности данной характе-
ристики рассматриваемого фундаментального явления, протекающего в 
деформируемых твердых телах при повороте их кристаллической ре-
шетки, не обойтись. Существующие теории двойникования в качестве 
основных задач ставят нахождение равновесной плотности двойни-
кующих дислокаций на двойниковых границах [29], [108]. 
Общеизвестно [29], что величина плотности двойникующих дис-
локаций может принимать как положительные, так и отрицательные зна-
чения. Это связано с тем, что дислокации, как и заряды, бывают раз-
ного знака [23], [26], [30], [33], [270], [321]. 
Примем также допущение, касающееся формы границ двойника. 
Пусть границы двойника будут прямолинейными и двойник будет 
иметь форму треугольника ABC (рис. 2.21) с шириной у устья (длина 
отрезка AC) равной H. В рассматриваемом случае функции f1( )  

























При этом (2.3) примут вид [314]: 
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 (2.8) 
Увеличенное изображение остаточного механического клино-
видного неплоского и нетонкого двойника правильной формы, контур 
следов границ которого на секущей плоскости можно описать функ-
циями (2.6) и (2.7), представлено на рис. 2.22. Такие двойники, как 
правило, возникают в малодефектной области твердого тела.  
 
 
Рис. 2.22. Типичный вид клиновидных двойников формы треугольника  
(растровая электронная микроскопия с использованием NANOLAB-7) 
В соотношениях (2.6) и (2.7) для удобства расчетов использова-
лось приближение формы двойника близкой к форме равнобедренно-
го треугольника. В более общем же случае можно принять: 
21 HHH  , 
где 1H  и 2H  – отрезки, на которые разбивается отрезок на оси OY 
длиной H (рис. 2.21), высотой, опущенной из вершины двойника на 
его устье AC. 
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Hf 122 . 
Поля смещений, аналогично (2.1), могут быть определены из со-
отношения [322]: 
     yxuyxuyxu iii ,,, )2()1(  , 
где i принимает значения x, y или z; ),()1( yxui  и ),(
)2( yxui  – смещения, 
создаваемые первой и второй двойниковыми границами соответст-
венно, которые определяются из полученных совместно с Ю. В. Ва-
силевичем соотношений [322]: 
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Для компонент тензора деформации справедливо следующее 
соотношение [323]: 
     yxyxyx ijijij ,,, )2()1(  , 
где ),()1( yxij  и ),(
)2( yxij  – деформации, которые создают первая и вто-
рая границы двойника соответственно. Данные деформации в соот-














)2( . (2.10) 
Здесь )01( ,ij  и 
)02( ,
ij  – компоненты тензора деформаций, создаваемых 
дислокациями на одной и другой границах клиновидного двойника. 
Криволинейные интегралы (2.10), как и в случае (2.2), преобра-
зуются в определенные интегралы типа [323]: 
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Используя (1.15) и (2.9), нетрудно показать, что для компонент 
),()0,1( yxij  и ),(
)0,2( yxij  справедливы следующие соотношения [323]: 
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   
     
 (2.11) 
2.3. Равновесная форма двойника 
Как отмечалось в параграфе 1.4, двойникующая дислокация имеет 
краевую и винтовую составляющую. Встречаются двойники, у которых 
отсутствует одна из этих составляющих [43], [51]. В работе [51] такие 
двойники были названы краевыми и винтовыми. Задачу о равновесной 
форме двойника, находящегося вдали от поверхности, удобно разбить 
на две задачи о равновесных формах краевого и винтового двойника,  
а далее рассмотреть суперпозицию полученных совместно с Ю. В. Ва-
силевичем решений [324], [325]. 
Первоначально рассмотрим краевой двойник (рис. 2.23). Обще-
известно [321], что вдали от поверхности механические двойники мо-
гут как образовываться, так и иметь форму, аналогичную их форме, 
наблюдаемой на поверхности кристалла. Поэтому, как это было экс-
периментально показано в [313], вдали от поверхности двойниковые 
границы могут быть как прямолинейными, так и криволинейными.  
В равновесии двойника на его границах должны выполняться 
условия [324]: 
;0111 =F+S+F
e  (2.12) 
,0222 =F+S+F





 – сила, действующая в точке на границе 1 со стороны поля на-
пряжений двойникующих дислокаций на границах 1 и 2 двойника; 1S

 – 
сила внутреннего трения, действующая на двойникующие дислокации 
на границе 1 двойника; eF1

 – результирующая внешних сил, действую-
щая на двойникующие дислокации на границе 1 двойника; 2F

 – сила, 
действующая в точке на границе 2 со стороны поля напряжений 
двойникующих дислокаций на границах 1 и 2 двойника; 2S

 – сила 
внутреннего трения, действующая на двойникующие дислокации на 
границе 2 двойника; eF2

 – результирующая внешних сил, действую-
щая на двойникующие дислокации на границе 2 двойника. 
В процессе двойникования движение двойникующих дислока-
ций вдоль оси OY отсутствует. Поэтому ограничимся рассмотрением 
проекций сил только на ось OX: 
;0111 =F+S+F
e
xxx  (2.14) 
,0222 =F+S+F
e
xxx  (2.15) 
где 
;21111 xxx FF=F   (2.16) 
.12222 xxx FF=F   (2.17) 
Здесь xF11  – проекция на ось OX силы, действующей на двойни-
кующие дислокации на границе 1 со стороны поля напряжений, соз-
данного этой же границей; xF21  – проекция на ось OX силы, дейст-
вующей на двойникующие дислокации на границе 1 со стороны поля 
напряжений, созданного двойникующими дислокациями границы 2; 
xF22  – компонента силы, действующей на двойникующие дислокации 
на границе 2 со стороны поля напряжений, созданного этой же грани-
цей; xF12  – компонента силы, действующей на двойникующие дисло-
кации на границе 2 со стороны поля напряжений, созданного двойни-
кующими дислокациями границы 1. 
Для сил взаимодействия двойникующих дислокаций краевого 
двойника между собой справедливо соотношение [23]: 
xyx bF  кр , (2.18) 
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где крb  – модуль краевой составляющей вектора Бюргерса двойни-
кующей дислокации; xy  – сдвиговая компонента тензора напряже-


















Рис. 2.23. Схематическое изображение сил, действующих  
на границах клиновидного двойника, находящегося вдали  
от поверхности твердого тела 
Формулу (2.18) будем использовать для определения компонент 
сил xF11 , xF21 , xF22  и xF12  из соотношений (2.16) и (2.17). При этом 
компоненты сдвиговых напряжений в (2.18) для каждой из границ 
двойника рассчитываются по формулам (2.3), которые примут вид: 
       2(1) (1,0)1 1 1
0
( , ) 1 , , , ;
L
xy xyx y f x y f d           









)2( ,,,1),(  
с учетом (2.4) и (2.5). Тогда 
       2 (1,0)11 кр 1 1 1 1
0 0
1 ( ) , , , ;
L L
x xyF b f f f d d              (2.19) 
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         2 (2,0)21 кр 2 2 1 2
0 0
1 , , , ;
L L
x xyF b f f f d d              (2.20) 
         2 (2,0)22 кр 2 2 2 2
0 0
1 , , , ;
L L
x xyF b f f f d d              (2.21) 
         2 (1,0)12 кр 1 1 2 1
0 0
1 , , , .
L L
x xyF b f f f d d              (2.22) 
Здесь  – параметр интегрирования, как и параметр  . Компо-
ненты тензора сдвиговых напряжений в (2.19) и (2.20) расписываются 
соотношениями: 
    
         










                  
           
 (2.23) 
    
        











                  
           
 (2.24) 
      
        










                  
           
 (2.25) 
    
     











                 
           
 (2.26) 
Далее не будем принимать во внимание напряжения концентра-
тора напряжений, находящегося у устья двойника, моделируя ситуа-
цию, имеющую место в кристалле, например, после снятия нагрузки. 
Так как известно [48], что у имеющихся вдали от поверхности вклю-
чений после снятия нагрузки уровень напряжений существенно 
уменьшается. Таким образом, для упрощения задачи рассмотрим 
влияние на равновесную форму границ краевого клиновидного двой-
ника только напряжений двойникующих дислокаций двойниковых 








e , .02 =S

 (2.28) 
Тогда (2.14) и (2.15) с учетом (2.16) и (2.17), (2.27) и (2.28) примут вид: 
0;2111 =FF xx   (2.29) 
0.1222 =FF xx   (2.30) 
Такое допущение позволит проверить достоверность расчета, 
так как появляется возможность для его сравнения с общеизвестными 
результатами по поведению групп дислокаций в бездефектном кри-
сталле и результатами, полученными для упругих двойников [23], 
[26]–[29], [108]–[111]. 
Подставляя в (2.29) и (2.30) формулы (2.19)–(2.22), получим: 
         2 (1,0)1 1 1 1
0 0
1 , , ,
L L
xyf f f d d              
         2 (2,0)2 2 1 2
0 0
1 , , , 0;
L L
xyf f f d d               (2.31) 
         2 (2,0)2 2 2 2
0 0
1 , , ,
L L
xyf f f d d              
         2 (1,0)1 1 2 1
0 0
1 , , , 0.
L L
xyf f f d d               (2.32) 
При необходимости данные уравнения дополняются соотношениями: 






=  (2.33) 






=  (2.34) 
Здесь а – межплоскостное расстояние в плоскости, перпендику-
лярной плоскости двойникования. 
Соотношения (2.33) и (2.34) означают, что система (2.31) и (2.32) 
из двух уравнений имеет не четыре   1f  и  2f ,  1с  и  2с , а две 




  ;...... 1111001 nnnn aaaaf    (2.35) 
  ;...... 1111001 nnnn aaaaf    (2.36) 
  ;...... 1111002 mmmm bbbbf    (2.37) 
  ;...... 1111002 mmmm bbbbf    (2.38) 
где ia  и jb  – константы (i = 0, 1, …, n;  j = 0, 1, …, m). 
В данной работе рассмотрим случай, когда n = 1 и m = 1. Тогда 
(2.35)–(2.38) примут вид: 
   101 aaf ,   ;101  aaf  (2.39) 
   102 bbf ,   .102  bbf  (2.40) 
Это случай прямолинейных границ клиновидного двойника. То-
гда очевидно, что  
       0 01 0 2 0 1 2, , с , с .
a b
f a f b
c c
          (2.41) 
Подставляя (2.39) и (2.40) в (2.23)–(2.26), получим: 













     
    
 (2.42) 













     
    
 (2.43) 
      
        
      
22
0 0 1 1кр(2,0)
1 2 222
0 0 1 1
, , , ;
2 1xy
a b a bb
f f
a b a b
                    
               
  (2.44) 
      
        
      
22
0 0 1 1кр(1,0)
2 1 222
0 0 1 1
, , , .
2 1xy
b a b ab
f f
b a b a
                    
                
  (2.45) 
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      
      
22
2 0 0 1 1
0 0
2220 0
0 0 1 1
( )1
0;
L L a b a bb b
d d
c
a b a b
                  
           


















        
      
22
2 0 0 1 1
0 0
2220 0
0 0 1 1
1
0.
L L b a b aa a
d d
c
b a b a
                  
           
   (2.47) 







          
      
22 222 0 0 1 110 0




L L a b a bab b
d d
aa a a b a b
                  








   
          
      
22222 0 0 1 110 0
2 22 221 0 00 0




L L b a b aba a
d d
bb b b a b a
                
            




Вычитая (2.49) из (2.48), получим: 
          
      
22 222 0 0 1 110 0
2 22 221 0 00 0 0 0 1 1
11
11
L L a b a bab b
d d
aa a a b a b
                  
             
 
 
          
      
22222 0 0 1 110 0
2 22 221 0 00 0




L L b a b aba a
d d
bb b b a b a
                  
             
 
(2.50) 
Решение данного уравнения, например, с использованием мето-
да интегрирования рациональных функций [326], [327] весьма гро-
моздко. Поэтому рассмотрим некоторые частные случаи. Примем: 
20
H








b  , .
21 L
H
b   (2.51) 

















































































     



















              
       
           
   
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              
       
           
   
    (2.55) 
а уравнение (2.50):  
     

















              
      
           
   
   
     


















              
      
           
   
   (2.56) 
Аналогично [325] для винтового двойника [51] будем иметь сис-
тему уравнений, как и (2.12)–(2.17). Примем условия (2.27)–(2.30). 
Однако в этом случае согласно [23] проекции сил (2.16) и (2.17) могут 
быть найдены с использованием соотношения 
yzx bF  в ,  (2.57) 
где вb  – модуль винтовой составляющей вектора Бюргерса двойни-
кующей дислокации; yz  – сдвиговая компонента тензора напряже-
ний, созданных дислокациями границ двойника. В рамках теории уп-
ругости справедливо соотношение 
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     ,,,, )2()1( yxyxyx yzyzyz   (2.58) 
где  yxyz ,)1(  и  yxyz ,)2(  – напряжения, обусловленные границами 1 и 2 
двойника соответственно. 
Напряжения (2.58) рассчитываются по формулам: 
         2(1) (1,0)1 1 1
0
, 1 , , , ;
L
yz yzx y f x y f d           (2.59) 
       2(2) (2,0)2 2 2
0
, 1 ( ) , , , ,
L
yz yzx y f x y f d           (2.60) 
где 
  
















fyxyz  (2.61) 
  
















fyxyz  (2.62) 
С учетом (2.59)–(2.62) в (2.16) и (2.17) по аналогии с (2.19)–(2.22) 
можно принять: 
         2 (1,0)11 в 1 1 1 1
0 0
1 , , , ;
L L
x yzF b f f f d d              (2.63) 
         2 (2,0)21 в 1 2 1 2
0 0
1 , , , ;
L L
x yzF b f f f d d              (2.64) 
         2 (2,0)22 в 1 2 2 2
0 0
1 , , , ;
L L
x yzF b f f f d d              (2.65) 










в  (2.66) 
где  
    
















ffyz  (2.67) 
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    
















ffyz  (2.68) 
    
















ffyz  (2.69) 
    
















ffyz  (2.70) 
Подставим (2.63)–(2.66) в (2.16) и (2.17). В результате получим: 
         2 (1,0)1 1 1 1
0 0
1 , , ,
L L
yzf f f d d              
         2 (2,0)2 2 1 2
0 0
1 , , , 0;
L L
yzf f f d d               (2.71) 
          2 (2,0)2 2 2 2
0 0
1 , , ,
L L
yzf f f d d              
         2 (1,0)1 1 2 1
0 0
1 , , , 0.
L L
yzf f f d d                (2.72) 
Решение данных уравнений будем искать в виде полиномов 
(2.35)–(2.38) с учетом (2.33), (2.34), (2.39)–(2.41) и получающихся из 
них соотношений: 
      111 aff ,        ;110021  babaff   (2.73) 
      122 bff ,         110012 ababff .  (2.74) 
При этом выражения (2.67)–(2.70) преобразовываются в соот-
ношения: 












     
   
 (2.75) 
    
    
(2,0) в
1 2 22
0 0 1 1





a b a b
   
     
















     
   
 (2.77) 
    
      
(1,0) в
2 1 22
0 0 1 1




b a b a
   
     
         
  (2.78) 













    
 









c a b a b
   
   
        













    
 









c b a b a
   
   
        
   (2.80) 
Из (2.79) и (2.80) после несложных преобразований получим ус-
ловие равновесия рассматриваемого винтового двойника в твердом 
теле после снятия нагрузок и при допущении равенства нулю силы 
трения для двойникующих дислокаций: 









c b a b a
   
   
        
   
 

















   ddababbb
baa L L
  (2.81) 
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Учитывая (2.51)–(2.53), из (2.81) получим: 














































Условия (2.56) и (2.82) одновременно выполняются при 0L  [328]. 
Это соответствует выстраиванию двойникующих дислокаций в стен-
ку. Такой результат соответствует общеизвестному результату [23], 
[26]–[29], [108]–[111] и указывает на достоверность приведенной ме-
тодики расчета и на то, что остаточный клиновидный двойник без от-








 существовать не может. Од-













поставленная задача точно решена быть не может. 
2.4. Проверка выполнения условия равновесия твердого  
тела с механическим остаточным двойником в условиях 
плосконапряженного и плоскодеформированного состояния 
Для плоского деформированного состояния твердого тела при 


























Напряжения клиновидного двойника в рамках теории упругости 
могут быть определены из (2.1)–(2.5). Подставляя (2.1) в (2.85), получим: 
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         





























Подстановка (2.3) в (2.86) дает: 
      
      
      
      
      





































f x y d
x
f x y d
x
f x y d
y
f x y d
y
f x y d
x
f x y d
x
        

         

         

         

        











      













f x y d
y

























        






По правилу дифференцирования определенного интеграла по 




      
      
      
      
      





































































     

 
      

 
      

 
      

 
     

 









      












































         

  





Или в более компактной форме: 
        
        
        









































   
       
   
   
       
    
    
       
   
 

























       






Здесь частные производные от компонент тензора напряжений 
находятся из соотношений: 
 
 
    












   
              
 
         







x y f x y f
x y f
             




    












   
              
 
         







x y f x y f
x y f
             




    











     
             
 
      







x x y f
x y f
           




    











     




      







x x y f
x y f
           




    










    
              
 
        







x y f x y f
x y f
             




    










    
              
 
         







x y f x y f
x y f
             




    







yy x y fb
y x y f

      
            
 
       







y f x y f
x y f
           




    











     













y f x y f
x y f
           
         
 (2.90) 
Имеющие место в (2.89) суммы частных производных находятся 
по формулам: 













    
    
    
    
1 1кр





x y f x y fb
x y f x y f
 
        
                          
 







    
    
    
    
2 2кр





x y f x y fb
x y f x y f
 
        
                         
 
   (1,0) (1,0), , , ,xy yyx y x y
x y





    
    
    
    
2 22 2
1 1кр





x y f x y fb
x y f x y f
 
          
                          
 
   (2,0) (2,0), , , ,xy yyx y x y
x y





    
    
    
    
2 22 2
2 2кр





x y f x y fb
x y f x y f
 
          
                          
   (2.91) 
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Подставляя (2.91) в (2.89), получаем тождество 000  . Это 
указывает на то, что внутренние напряжения, создаваемые двойни-
ком, самоуравновешены. 
Полученный результат (результат получен совместно с Ю. В. Ва-
силевичем [316]) можно объяснить на основании принципа суперпо-
зиции и приближения теории упругости, использованного в приве-
денных выше расчетах. Каждая двойникующая дислокация создает 
уравновешенное в твердом теле поле напряжений. Суперпозиция та-
ких напряжений от всех дислокаций двойника также даст равновесное 
поле напряжений, что и доказано полученным результатом расчетов. 
При наличии внешних сил if  (i принимает значение x или y) ус-































Из (2.85), (2.90)–(2.92) следует, что при нахождении деформи-
руемого твердого тела с двойником в равновесии силы if  также будут 
самоуравновешенными. 
Для плоского напряженного состояния при отсутствии внешних 













где 1, 2 и 3 принимают значения x, y или z. 








yzxz . (2.94) 
Учитывая (2.1), (2.94) можно записать в виде: 










yzyzxzxz  (2.95) 
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Подставляя (2.3) в (2.95), получим: 




xzf x y dx
        
   




xzf x y dx
         
   




yzf x y dy
         
   
      2 (2,0)2 2
0
1 , , 0.
L
yzf x y dy
         
   (2.96) 
По правилу дифференцирования определенного интеграла по па-
раметру [327] из (2.96) получим: 








xz x yf d
x
 
     
  








xz x yf d
x
 
      
  








yz x yf d
y
 
      
  








yz x yf d
y
 
      
  (2.97) 
В более компактной форме (2.97) примет вид: 








yzxz x yx yf d
x y
   
       
   
  








yzxz x yx yf d
x y
   
        
   
  (2.98) 
 
 102
Подставляя в (2.98) следующие соотношения: 
    







x y y fb
x x y f
   

      
 (2.99) 
    







x x y f
    

      
 (2.100) 
    







y x y f
    
 
      
 (2.101) 
    







y x y f
    
 
      
 (2.102) 
и учитывая 













    
    
    





x y f x y fb
x y f x y f
            
            
 (2.103) 






    
    
    





x y f x y fb
x y f x y f
            
            
 (2.104) 
получим тождество 0 + 00. Что и требовалось доказать. 
Таким образом, показано (результат получен совместно с Ю. В. Ва-
силевичем [316]) выполнение условия равновесия деформируемого и не- 
деформируемого твердого тела с остаточным клиновидным двойником 
и в случае плоскодеформированного состояния. Полученный результат 
объясняется в рамках теории упругости и принципа суперпозиции  
и связан с тем, что каждая двойникующая дислокация двойника создает 
равновесное поле напряжений. Для обеспечения равновесия твердого 
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тела с двойником внутренние напряжения, обусловленные внешними 
силами, должны быть самоуравновешивающимися. 
2.5. Энергетические критерии механического двойникования 
По многочисленным данным [29], [43], [108], [109], двойникова-
ние и разрушение представляют собой схожие физические явления. 
Это дало основание в работах [29], [108] использовать математический 
аппарат механики разрушения для развития теории двойникования. 
Воспользуемся этим же подходом и применим математический аппарат 
теории разрушения Гриффитса (A. A. Griffith) [329], [330] и Ирвина  
(G. R. Irwin) [331] с учетом анализа, проведенного в [9], [10], для реше-
ния задачи о нахождении критериев механического двойникования. 
Рассмотрим механический двойник длиной L, находящийся у 
поверхности деформируемого твердого тела (рис. 2.24). Примем при-
ближение однородной и изотропной среды, в которой рассматривает-
ся развитие двойника. Пусть деформирование среды находится в рам-
ках закона Гука. Деформирование твердого тела осуществляется в 













Рис. 2.24. Схематическое изображение механического  
клиновидного двойника, находящегося у поверхности кристалла 
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Декартову систему координат ХОY свяжем с движущейся вер-
шиной двойника (рис. 2.24). Тогда полная энергия системы «деформи-
руемое твердое тело – двойник» может быть найдена из соотношения 
intext WWWD  , (2.105) 
где DW  – полная диссипация энергии в рассматриваемой системе; extW  – 
мощность приложенных сил; intW  – скорость изменения энергии, обу-














  ˆˆ:ˆint  , (2.107) 
где  TV  – изменение объема деформируемого твердого тела под 
действием внешних сил T; u

 – вектор смещения; ̂  – тензор напря-
жений; n

 – единичный вектор; V – область деформируемого твердого 
тела с двойником; ̂  – тензор деформаций; s, x, y – параметры интег-
рирования. 
Подставляя (2.106) и (2.107) в (2.105), получим: 
 
 









   (2.108) 
Скорость изменения работы обусловленными двойникованием 
внутренними силами может быть определена из соотношения [48]: 












   (2.109) 
Здесь CV  – область, охваченная контуром C (рис. 2.24). 
Переход к системе координат, связанной с движущейся верши-



















  (2.110) 
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Как показано в [48]:  






d    (2.111) 
где 1e

 – единичный вектор, направленный в сторону перемещения 
вершины двойника. 
После преобразования 
     
 
   
  

C CVV VV V C
dsnudsnudsnudxdy ,ˆˆˆˆ:ˆ
  (2.112) 
где     CVVnCn 

, (2.105) можно записать в виде: 


















   (2.113) 
При 0С  получаем [48]: 







  (2.114) 
где 


















При этом величина интеграла 















  (2.116) 
от выбора C не зависит. 
Следует отметить, что G представляет собой скорость высвобож-






 ,  (2.117) 
где U – потенциальная энергия деформируемого нагрузкой твердого тела. 
Учитывая, что LWG D  , по аналогии с [48], [329], [330] для 
двойникования из (2.115) можно получить критерий двойникования: 
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     2 2 2I II III1 1 ,2
tw tw tw
twG K K KE
      
 (2.118) 
где E – модуль Юнга; twKI , 
twKII , 
twKIII  – критерии интенсивности на-
пряжений, зависящие от схемы нагружения твердого тела с двойни-
ком, определяемые по формулам: 
,I LK yy
tw    ,II LK xy
tw    .III LK yz
tw     (2.119) 
Здесь  yy , 
 xy , 
 yz  – компоненты тензора внешних напряжений 
в случае одноосного растяжения, поперечного и продольного сдвига, 
соответственно; как было показано в [319], для нетонкого двойника 
2 , для тонкого – 1 . 
Через энергию образования поверхности раздела «двойник – ма-
теринский кристалл» SW  критическое условие подрастания двойника 
по аналогии с [48], [329], [330] можно выразить следующим образом: 







WU S  (2.121) 
Здесь 
,2 LU   (2.122) 
где γ – энергия образования единичной площадки на границе раздела 
«двойник – материнский кристалл». 
В соответствии с гипотезой Гриффитса [329], [330] уравнение энер-






2 . (2.123) 








WU S  (2.124) 











WU S  
имеет место устойчивый рост двойника. 
Согласно подходу Ирвина [48], [331], для каждого способа де-
формирования твердого тела с двойником существует свой критиче-
ский коэффициент интенсивности напряжений, при превышении ко-
торого начинается рост двойника. При этом в соответствии с 
подходом Ирвина для двойникования можно записать: 
     2 2 2I II III1 ,tw tw twtw UG K K KL E E
           
  (2.126) 
где 1  или 21   – при плоском напряженном или деформирован-
ном состоянии соответственно. 
Как видно из критериев двойникования (2.118) и (2.126), важной 
задачей для их определения является расчет критериев интенсивности 
напряжений для различных схем нагружения твердого тела с двойни-
ком. При этом не всегда получается простое решение, как в случае 
формул (2.119). Если на двойниковые границы нетонкого двойника 
действует нормальная нагрузка  xT1 , а краевая составляющая вектора 
Бюргерса двойникующей дислокации направлена вдоль оси O΄X΄  
(рис. 2.24), внутренние напряжения у двойника могут быть определе-














x t x t 
  
      
        
  (2.127) 
где  43 ;  xдв  – плотность двойникующих дислокаций на двой-
никовых границах. В случае нетонкого двойника можно записать: 
     xxx дв2дв1дв  . (2.128) 
Здесь  xдв1 ,  xдв2  – плотность двойникующих дислокаций на 
1 и 2 двойниковой границах соответственно. 
В первом приближении для нетонкого двойника, сформированного 
в малодефектной области кристалла, можно принять    xx дв2дв1  . 
Тогда из (2.128) следует, что    xx дв1дв 2 . 
В случае одноосного растяжения твердого тела с двойником по 
аналогии с [48] граничное условие может быть задано в виде сингу-

































   (2.130) 
можно определить  xдв  по формуле [48]: 
   
 




















x .  (2.131) 
В рассматриваемом случае коэффициент интенсивности напря-
жений находится по формуле [48]: 
 
 
















  (2.132) 
Если двойник находится в твердом теле в поле напряжений по-
перечного сдвига, то на его границы будет действовать касательная 
нагрузка  xT2 . Тогда по аналогии с [48] для плотности двойникую-
щих дислокаций справедливо сингулярное интегральное уравнение: 

















   
 
   
2 22








x T t dt




  (2.134) 
Формула для определения коэффициента интенсивности напря-
жений в этом случае примет вид [48]: 
 
 
















  (2.135) 
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В случае антиплоского сдвига на двойниковые границы дейст-
вует нагрузка  xT3 . В этом случае справедливо уравнение [48]: 















которое имеет решение 
 
 
   
2 22








x T t dt




  (2.137) 
Коэффициент интенсивности напряжений в этом случае опреде-
ляется по формуле [48]: 
 
 
















  (2.138) 
Таким образом, показана возможность использования для кри-
териев двойникования критериев разрушения. Это обусловлено ана-




ЗАКОНОМЕРНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПОЛЕЙ  
НАПРЯЖЕНИЙ У ОСТАТОЧНОГО КЛИНОВИДНОГО  
ДВОЙНИКА 
3.1. Поля напряжений у находящегося вдали  
от поверхности клиновидного двойника с прямолинейными 
границами при непрерывном распределении  
на них двойникующих дислокаций 
Результаты расчетов полей напряжений по формулам (2.1) и (2.3) 
при заданной постоянной плотности двойникующих дислокаций 
представлены на рис. 3.1–3.5, на которых четко прослеживаются 
двойниковые границы, являющиеся концентраторами напряжений. 
Это указывает на правомерность используемого в модели подхода.  
В отличие от существующих в настоящее время дислокационных мо-
делей, использующих приближение тонкого двойника, в нашем случае 
возможны детальное рассмотрение области внутри клиновидного 
двойника и расчет в ней напряженного состояния (рис. 3.6) [314]. 
На рис. 3.1–3.6 представлены расчеты безразмерных величин: 




















в** bAA yzxz . 
Это выполнено для удобства расчетов по аналогии с общепри-
нятыми подходами [23], [29], так как в рамках фундаментальных на-
ук, к которым относится данная работа, привязка к конкретным мате-
риалам менее актуальна, чем в прикладных технических науках.  
В данном случае представляют интерес общие закономерности рас-
пределения полей напряжений у клиновидного двойника. 
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Очевидно, что в общем случае плотность двойникующих дисло-
каций на двойниковых границах не является постоянной, но для уп-
рощения расчетов она может быть принята таковой, так как часто от-
клонение от принятого допущения незначительно, или на отдельных 
участках границ отсутствует вообще. 
 
Рис. 3.1. Распределение хх(х, у) у клиновидного двойника,  
полученное на основании макроскопической дислокационной модели 
 
Рис. 3.2. Распределение ху(х, у) у клиновидного двойника,  




Рис. 3.3. Распределение уу(х, у) у клиновидного двойника,  
полученное на основании макроскопической дислокационной модели 
  
Рис. 3.4. Распределения уу(х, у) и zx(х, у) у клиновидного  






Рис. 3.5. Распределение zy(х, у) у клиновидного двойника,  
полученное на основании макроскопической дислокационной модели 
  
Рис. 3.6. Распределение xx(х, у) внутри клиновидного двойника 
Нормальные напряжения xx  знакопеременны по отношению к на-
правлению развития двойника, совпадающему с направлением оси OX.  
В положительном направлении оси OY данные напряжения отрицатель-
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ны, а в отрицательном направлении оси OY – положительны (рис. 3.1). 
Таким образом, у одной из границ клиновидного двойника напряжения 
xx  – сжимающие, а у другой – растягивающие. Максимальные значения 
xx  принимают на границах двойника, причем в большей степени в сред-
ней их части, чем у вершины двойника. 
Сдвиговые напряжения xy  знакопеременны по отношению к 
оси, параллельной оси OY и проходящей через середину двойника 
(точку L/2 на оси OX). У вершины двойника данные напряжения по-
ложительны, а у устья – отрицательны (рис. 3.2). В средней части 
двойника напряжения xy  минимальны. 
Распределение нормальных напряжений yy  представлено на рис. 3.3. 
Они положительны в первой и третьей четверти плоскости XOY и от-
рицательны – во второй и четвертой (рис. 3.3). 
Напряжения zz  и zx  имеют одинаковую конфигурацию (рис. 3.4) 
и отличаются лишь по величине. Данные напряжения отрицательны в 
первой и второй четвертях плоскости XOY и положительны – в третьей 
и четвертой. Это приводит к концентрации напряжений у границ двой-
ника. В данном случае знак напряжений у границ двойника различен. 
Напряжения zy  (рис. 3.5) меняют знак, как и напряжения xy . 
В качестве примера, демонстрирующего возможности разрабаты-
ваемой модели в исследовании напряжений внутри двойника, рассмот-
рим распределение ),( yxxx  внутри клиновидного двойника с линей-
ными границами. Данное распределение представлено на рис. 3.6. 
Видно, что напряжения внутри клиновидного распределены неравно-
мерно, однако они симметричны относительно оси OX [314]. 
3.2. Распределение смещений у двойникового клина  
при непрерывном распределении двойникующих  
дислокаций на двойниковых границах 
Результаты расчетов полей смещений показаны на рис. 3.7–3.9. 
Принималось H = 11 мкм; L = 100 мкм (отношение ширины и длины 
двойника имеет порядок 10–1, как во многих экспериментах [112]–[115], 
[332]); 1 = 2 = 105;  = 0,33. Расчетные формулы приведены выше. 











   (3.2) 

















Конфигурация распределения смещений xu  и zu  (рис. 3.7 и 3.9) 
имеет схожий вид. Отличие заключается в значениях изолиний в од-
них и тех же областях относительно клиновидного двойника. Следует 
отметить, что данные смещения знакопеременны относительно оси 
OX (рис. 3.7 и 3.9), а также относительно оси, параллельной оси OY,  
и проходящей у устья двойника. 
Смещения yu  отрицательны и имеют большое свое численное 
значение также в удалении от вершины двойника (рис. 3.8) (в обсуж-
дении результатов участвовал Ю. В. Василевич [322]).  
 
Рис. 3.7. Распределение x (х, у) (аналогичный вид  




Рис. 3.8. Распределение у (х, у) (аналогичный вид  
имеет распределение иу (х, у)) 
 
Рис. 3.9. Распределение z(х, у) (аналогичный вид  
имеет распределение иz (х, у)) 
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3.3. Расчет на основании макроскопической  
дислокационной модели полей деформаций  
у клиновидного двойника с прямолинейными границами 
Результаты расчетов деформаций (2.10) представлены на рис. 3.10–3.14. 
Принималось:  = 0,29; L = 100 мкм; H = 11 мкм. Плотность дислока-
ций, как и раньше, бралась постоянной [323]. 
Как видно из рис. 3.10–3.14, деформации локализуются на двой-
никовых границах. Деформации xx  отрицательны в первой и третьей 
четвертях плоскости XOY и положительны – во второй и четвертой 
четвертях этой плоскости. Деформации же yy  в первой и четвертой 
четвертях меняют знак на противоположный. Данные деформации, 
как и деформации xz , имеют разный знак у разных границ двойника. 
Деформации xy , как и yz , положительны у вершины двойника и от-
рицательны – у его устья. 
Представленные на рис. 3.10–3.14 соответствуют критерию 1ij  
линейной теории упругости [1], [20], [24], когда возможно использова-
ние принципа суперпозиции полей напряжений. Области,  
в которых не выполняется это условие, бесконечно малы по сравне-
нию с выбранными размерами расчетной области [318]. 
3.4. Поля напряжений у клиновидного двойника  
с криволинейными границами 
Разработанная модель в расчетах напряженного и деформирован-
ного состояния позволяет учитывать особенности формы двойниковых 
границ и плотности распределения на них двойникующих дислокаций. 
Экспериментальному исследованию двойников, зародившихся вдали от 
поверхности кристалла без образования на этой поверхности ступень-
ки, посвящена работа [313]. В ней показано, что форма границ остаточ-
ного двойника внутри кристалла аналогична форме двойниковых гра-




Рис. 3.10. Распределение деформации ух(х, у)  
  




Рис. 3.12. Распределение деформации ху(х, у)  
  




Рис. 3.14. Распределение деформации уz(х, у)  
Форма двойников, возникающих у концентратора напряжений, 
во многом определяется дефектностью структуры кристаллической 
решетки и дислокационными процессами, происходящими на двой-
никовых границах и в прилегающих к ним областях [333]. По этой 
причине микродвойники могут выступать анализаторами дефектно-
сти деформируемого двойникующегося материала. Изучение формы 
двойников представляется перспективным и целесообразным в плане 
разработки метода исследования дефектности приповерхностных 
слоев двойникующихся кристаллов с использованием в качестве ана-
лизаторов двойниковыx прослоек [295], [333]–[339]. 
Все разнообразие форм границ двойников можно разделить на че-
тыре группы: 1) прямолинейная граница; 2) выпуклая граница; 3) вогну-
тая граница; 4) граница, сочетающая выпуклые и вогнутые участки [333]. 
Двойники первой группы изображены на рис. 2.22. Двойник с 
выпуклой границей показан на рис. 3.15, с вогнутой границей –  
на рис. 3.16, а двойник с границей, сочетающей выпуклые и вогнутые 














Рис. 3.17. Двойник с границей, сочетающей выпуклые  
и вогнутые участки 
Наличие в выражениях (2.3) функций f1(x0) и f2(x0), где х0 – теку-
щая координата точки на границе двойника, позволяет учесть в модели 
практически любую форму двойниковых границ. Рассматривать все 
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возможные варианты форм границ двойников нецелесообразно, так  
как они могут быть определены совокупностью прямолинейных, во-
гнутых и выпуклых участков. Вариант прямолинейных границ выше 
уже был рассмотрен. В этом случае форма границ двойника описыва-
ется функциями (2.6) и (2.7). На рис. 3.18 представлен вариант расче-
та конфигурации сдвиговых напряжений xy  у двойника с прямоли-
нейными границами при Н = 31 мкм. Это удобно для ведения 
дальнейшего сравнительного анализа со случаями криволинейных 
границ, так как в отличие от ранее рассмотренного варианта при 
11H  мкм, в данном случае расстояние между двойниковыми граница-
ми у устья достаточное для наглядного представления результатов [333]. 
 
Рис. 3.18. Распределение сдвиговых напряжений ху  
у клиновидного двойника с прямолинейными границами  
при H = 31 мкм 
Без ущерба общности полученных результатов примем границу, 
описываемую функцией f2(x0), прямолинейной. Тогда для случая вы-













xf  (3.3) 
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Данная функция описывает параболу, ветви которой ориентиро-
ваны вдоль оси OX в противоположном ее направлении. Взяв только 
часть ветви параболы, находящуюся в первой четверти плоскости 
XOY, получим результат, представленный на рис. 3.19. На данном ри-
сунке четко прослеживается выгнутость одной из границ двойника. 
Из-за этого утратилась симметрия сдвиговых полей напряжений от-
носительно оси OX. 
 
Рис. 3.19. Распределение сдвиговых напряжений ху   
у клиновидного двойника с выпуклой границей 












   
 
 (3.4) 
В этом случае ветви параболы находятся в области положитель-
ных значений оси OY, а вершина параболы – в вершине двойника. 




Рис. 3.20. Распределение сдвиговых напряжений ху  
у клиновидного двойника с вогнутой границей 
3.5. Влияние плотности двойникующих дислокаций  
на конфигурацию полей напряжений  
у клиновидного двойника 
Не будем ставить задачу о рассмотрении всех вариантов распре-
деления двойникующих дислокаций на двойниковых границах и всех 
вариантов форм этих границ. Данная задача весьма объемна. Поэтому 
целесообразно ограничиться задачами, интересными с точки зрения 
физического анализа накопленного в настоящее время эксперимен-
тального материала по изучению клиновидных двойников. 
В первую очередь, необходимо рассмотрение двойников с пря-
молинейными границами. Такие двойники имеют вид вытянутых рав-
нобедренных треугольников и характеризуют промежуточные стадии 
развития двойников в малодефектной области кристалла [340]. По-
этому увеличение плотности двойникующих дислокаций на опреде-
ленных участках границ таких двойников может рассматриваться как 
стадия, предшествующая искривлению границы двойника. Это связа-
но с тем, что увеличение ширины двойника увеличивает степень не-
когерентности двойниковой границы и, как следствие, ведет к увели-
чению плотности двойникующих дислокаций в выпуклых участках 
двойниковых границ. И наоборот, уменьшение ширины двойника  
в случае, например, вогнутой двойниковой границы приводит к 
уменьшению плотности двойникующих дислокаций на такой границе, 
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или ее участке. Поэтому, моделируя уменьшение, или увеличение 
плотности двойникующих дислокаций на прямолинейной двойнико-
вой границе, на основании модели, разработанной в [333], можно рас-
сматривать напряженное состояние у клиновидного двойника на ста-
дии, предшествовавшей искривлению его границы. 
Порядок величины плотности дислокаций оценивался по экспе-





  (3.5) 
Примем H = 31 мкм; L = 100 мкм; a = 0,31 нм. Тогда получим:  
 = 0,5  109 м–1. 
Случай сдвиговых напряжений, когда на двух двойниковых гра-
ницах одинаковая плотность двойникующих дислокаций и форма 
границ описывается функциями (2.6) и (2.7), представлен на рис. 3.21. 
Наблюдается симметрия в распределении полей сдвиговых напряже-
ний относительно оси OX. У вершины двойника напряжения xy  по-
ложительны, а у устья – отрицательны. В средней части двойника 
сдвиговые напряжения близки к нулю. 
В случае, когда на одной из границ плотность двойникующих 
дислокаций выше, чем на другой, наблюдается потеря симметрии в 
распределении рассматриваемых сдвиговых полей напряжений  
(рис. 3.22) [340]. Эта ситуация предшествует искривлению двойнико-
вой границы, которая становится выпуклой, и ее профиль может быть 
описан функцией (3.3). Результаты расчетов сдвиговых напряжений в 
случае выпуклой границы при избыточной плотности двойникующих 
представлены на рис. 3.23. На выпуклой границе при интенсивных 
деформациях кристалла часто возникают новые двойники, и наблю-
дается явление ветвления двойников [300], [341]. 
Потеря симметрии в распределении напряжений ху наблюдает-
ся и в случае уменьшения плотности двойникующих дислокаций  
на двойниковой границе (рис. 3.24). Данная ситуация предшествует 
формированию вогнутой двойниковой границы, профиль которой 
может быть описан функцией (3.4). Расчеты сдвиговых напряжений у 
клиновидного двойника с вогнутой двойниковой границей при мень-
шей плотности двойникующих дислокаций на ней, по сравнению с 




Рис. 3.21. Распределение сдвиговых напряжений ху  
у клиновидного двойника с прямолинейными границами  
при 1 = 2 = 0,5  10
9 м–1 
 
Рис. 3.22. Распределение сдвиговых напряжений ху  
у клиновидного двойника с прямолинейными границами  
при 1 = 1,0 10





Рис. 3.23. Распределение сдвиговых напряжений ху  
у клиновидного двойника с выпуклой границей  
при 1 = 1,0  10
9 м–1, 2 = 0,5  10
9 м–1 
  
Рис. 3.24. Распределение сдвиговых напряжений ху  
у клиновидного двойника с прямолинейными границами  
при 1 = 0,25  10





Рис. 3.25. Распределение сдвиговых напряжений ху 
у клиновидного двойника с вогнутой границей  
при 1 = 0,25  10
9 м–1, 2 = 0,510
9 м–1 
3.6. Расчет в рамках макроскопической дислокационной  
модели полей напряжений у клиновидного двойника,  
находящегося у поверхности кристалла 
На рис. 3.26 схематически представлен клиновидный двойник, 
находящийся у поверхности кристалла, след которой совпадает с 
осью OX. Ось OY направим в направлении развития двойника, тогда 
соотношения (2.3) примут вид [342]: 
        2(1) (1,0)1 0 1 0 0 0
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Рис. 3.26. Двойник длиной L и шириной у устья H,  
находящийся у поверхности кристалла 
В случае двойника, находящегося у поверхности кристалла, из (1.41) 
можно получить [342]: 
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Учет упоминаемой в [29] А. М. Косевичем ступеньки величиной , 
оставляемой на поверхности кристалла или внутренней границе (на-
пример, межзеренной) раздела двойником в результате поворота кри-
сталлической решетки, без труда может быть осуществлен интегри-
рованием в одном из интегралов (2.3) не от нуля, а от , как, 
например, в соотношении 
      2(1) (1,0)1 0 1 0 0 0( , ) 1 , , .
L
ij ijx y f x x x y x dx

      
Однако в таких задачах общепринято [29], [108]–[110] пренеб-
режение величиной этой ступеньки ввиду малого ее вклада в напря-
женно-деформированное состояние, обусловленное двойником, рас-
сматриваемое на таком принятом в механике деформируемого 
твердого тела масштабном уровне, когда атомной структурой мате-
риала пренебрегают. При этом принятое в работах [29], [108]–[110] 
пренебрежение величиной ступеньки не означает отрицание свойст-
венного дойникованию поворота кристаллической решетки, а являет-
ся оправданным допущением модели [343]. 
Общеизвестно, что двойникование и скольжение являются ос-
новными каналами пластической деформации твердых тел [29], [108]. 
В настоящее время четко установлено, что при определенных услови-
ях деформирования механическому двойникованию подвержены 
практически все используемые в технике материалы [29], [108], [186]. 
Однако при этом часто возникает вопрос об ориентации вектора Бюр-
герса двойникующей дислокации по отношению к поверхности в слу-
чаях, когда плоскость двойникования перпендикулярна поверхности, 
а двойниковая граница расположена к ней не под прямым углом. 
На рис. 3.27 схематически показано распределение дислокаций 
на двойниковых границах, полосе скольжения и дислокационной 
стенке, расположенных не под прямым углом к поверхности. При 
этом плоскость двойникования перпендикулярна поверхности. Пусть 
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цепочка дислокаций и дислокационная стенка состоят из краевых 
дислокаций, а винтовая составляющая двойникующих дислокаций в 
показанной на рисунке плоскости сечения двойника (плоскости, пер-
пендикулярной поверхности) параллельна поверхности. Тогда векто-
ры Бюргерса цепочки дислокаций bц и дислокационной стенки bст бу-
дут ориентированы соответственно под углами α и β к поверхности 
(рис. 3.27). 
 
Рис. 3.27. Схематическое изображение некогерентного остаточного двойника, 
цепочки дислокаций, дислокационной стенки и ориентации  
векторов Бюргерса дислокаций по отношению к поверхности 
В случае наклонной по отношению к поверхности двойниковой 
границы краевая составляющая вектора Бюргерса bдв перпендикуляр-
на поверхности кристалла, так как двойниковая граница образована 
не цепочкой дислокаций и не дислокационной стенкой, а дислокаци-
онной лестницей, в которой каждая дислокация движется в одной 
плоскости, перпендикулярной поверхности, когда плоскость двойни-
кования перпендикулярна этой же поверхности [344]. 
В рассматриваемом на рис. 3.16 случае линия двойникующей 
дислокации параллельна оси OZ, перпендикулярной плоскости ри-
сунка, а плоскость скольжения двойникующей дислокации принята 
перпендикулярной поверхности кристалла. Поэтому краевая состав-
ляющая вектора Бюргерса bкр нетонкого двойника на рис. 3.16 вблизи 




На рис. 3.28–3.32 представлены результаты расчетов полей на-
пряжений у клиновидного двойника с прямолинейными границами, 
находящимся у поверхности кристалла. Принималось H = 31 мкм;  
L =100 мкм. 
 
Рис. 3.28. Распределение ху у клиновидного двойника,  
находящегося у поверхности кристалла 
Из рис. 3.28–3.32 видно, что напряжения локализуются преиму-
щественно на границах двойника и у его вершины. Наблюдается сим-
метрия в конфигурации полей напряжений относительно направления 
развития двойника. На поверхности кристалла у устья двойника на-
пряжения отличны от нуля. 
Сдвиговые напряжения xy  положительны у вершины и у устья 
двойника, а отрицательны – у границ двойника и внутри его (рис. 3.28). 
Нормальные напряжения xx  локализуются не только на границах 
двойника, но и вдали от него в области половины длины двойника  
на расстоянии от него около 25 мкм (рис. 3.29). У вершины двойника 
наблюдается чередование областей сжатия и растяжения [342]. Напря-
жения yy  у одной из границ двойника положительны, а у другой – от-
рицательны (рис. 3.30). Такая же ситуация наблюдается и в случае 
скалывающих напряжений yz  (рис. 3.32). Напряжения xz  положи-




Рис. 3.29. Распределение хх у клиновидного двойника,  
находящегося у поверхности кристалла 
  
Рис. 3.30. Распределение уу у клиновидного двойника,  




Рис. 3.31. Распределение хz у клиновидного двойника,  
находящегося у поверхности кристалла 
  
Рис. 3.32. Распределение уz  у клиновидного двойника,  
находящегося у поверхности кристалла 
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Проведенные в данной работе расчеты показали, что увеличение 
плотности двойникующих дислокаций на одной из границ двойника 
приводит к потере симметрии в конфигурации полей напряжений  
у клиновидного двойника. Растет локализация напряжений у границы 
с большей плотностью двойникующих дислокаций. 
Интересен учет формы границ клиновидного двойника в конфи-
гурации полей напряжений. Результаты расчетов представлены на 
рис. 3.33 и 3.34 на примере скалывающих напряжений xy . 
 
Рис. 3.33. Результаты расчета ху у клиновидного  





Рис. 3.34. Результаты расчета ху у клиновидного двойника  
у поверхности с вогнутой границей 
3.7. Поля напряжений у клиновидного двойника,  
находящегося у поверхности твердого тела,  
деформируемой сосредоточенной нагрузкой 
Интересно также рассмотрение напряженного состояния у кли-
новидного двойника, находящегося у поверхности кристалла, дефор-
мируемой сосредоточенной или распределенной нагрузкой [345]. При 
этом важно изучить вклад двойникования в напряженное состояние 
деформируемого материала. 
На рис. 3.35 схематически представлен клиновидный двойник 
длиной L и шириной у устья H с формами границ, описываемыми 
функциями )( 01 yf  и )( 02 yf . Направим ось OX вдоль поверхности кри-
сталла, а ось OY – перпендикулярно ей, вдоль направления развития 
двойника (рис. 3.35). Пусть в условиях наличия в твердом теле оста-
точного некогерентного двойника поверхность упругого полупро-
странства деформируется в точке O вдоль оси OY внешней нормаль-




Рис. 3.35. Схематическое изображение клиновидного двойника  
у поверхности упругого полупространства и действующей на нее  
сосредоточенной нагрузки 
Пусть в точке O также действует внешняя сдвиговая сосредото-
ченная нагрузка Q. Тогда в упругом полупространстве будут действо-






















































xy , (3.9) 
которые в квазистатическом приближении и в статическом случае яв-













































При решении контактных задач механики сдвойникованных ма-
териалов при расчете полей напряжений у клиновидного двойника, 
находящегося у поверхности кристалла, деформируемой сосредото-
ченной нагрузкой, возникает вопрос о правомерности использования 
в дислокационной модели двойника прямолинейных дислокаций бес-
конечной длины. Это обусловлено тем, что на практике длина двой-
ников, как правило, конечна [346]. 
Действительно в трехмерной модели двойника использование 
прямолинейных бесконечных дислокаций, например, параллельных оси 
OZ в реальности ограничивается описанием клиновидных двойников 
бесконечной вдоль оси OZ длины, и такие двойники образуются в кри-
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сталле, поверхность которого деформируется нагрузкой, распределен-
ной вдоль данной оси (рис. 3.36). Однако в двумерной (плоской) моде-
ли двойника такой подход может быть использован и для двойников 
конечной длины по аналогии с задачей о деформировании поверхности 
кристалла сосредоточенной нагрузкой [59]. При этом в трехмерной за-
даче нагрузка распределена вдоль оси OZ, а в плоской – действует  
в точке пересечения секущей плоскости с осью OZ [59]. 
 
Рис. 3.36. Пространственная и плоская модели клиновидного  
двойника в деформируемом сосредоточенной нагрузкой твердом теле 
Также и в случае плоской задачи о клиновидном двойнике ко-
нечной длины (конечных границ зерен [26]) широко используются 
двойникующие дислокации бесконечной длины [26]–[30]. 
Результаты расчета сдвиговых напряжений, создаваемых сосре-
доточенной нагрузкой в упругом полупространстве, представлены на 
рис. 3.37 и 3.38. При этом сингулярность в точке с координатами 
0x , 0y  [10], как и в приведенных выше расчетах, в которых име- 
ются точки с неопределенностью, устранялась путем исключения 
расчетов в этих точках. 
Представленные на рис. 3.37 и 3.38 результаты общеизвестны 
[9], [59]. Однако они приведены для демонстрации достоверности ис-
пользуемых в работе методов расчета и показывают, что данные ме-
тоды дают правильные результаты. 
Напряженное состояние у клиновидного, находящегося у по-
верхности, двойника может быть рассчитано из соотношений, анало-
гичных (3.6)–(3.8). 





Рис. 3.37. Распределение напряжений ху в упругом  
изотропном полупространстве при действии на поверхности  
в точке О сосредоточенной нормальной силы Р величиной 100 Н 
 
Рис. 3.38. Распределение напряжений ху в упругом изотропном  
полупространстве при действии на поверхности в точке О  
сосредоточенной касательной силы Q величиной 100 Н 
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На рис. 3.39–3.41 представлены результаты расчетов на примере 
распределения величины сдвиговой компоненты xy  тензора напря-
жений. Принималось H = 31 мкм; L = 100 мкм; bкр = 0,124 нм;  
a = 0,248 нм [347]. Тогда, используя соотношение для расчета линейной 
плотности двойникующих дислокаций на двойниковых границах (3.5), 
получим:  = 0,625109 м–1. Примем этот параметр постоянным. 
На рис. 3.39 показано распределение сдвиговых напряжений у 
клиновидного двойника при отсутствии внешних напряжений. Инте-
ресны два предельных случая, когда Q  0, P = 0 и Q = 0, P  0 [345]. 
На рис. 3.40 показан случай распределения сдвиговых напряжений 
при P = 100 Н, Q = 0, а на рис. 3.41 – вариант, когда P = 0, Q = 100 Н. 
Видно, что при Q = 0 повышается уровень сдвиговых напряжений у од-
ной из двойниковых границ (рис. 3.40). При P = 0 напряжения xy  не пе-
рераспределяются, но растет их общий уровень (рис. 3.41). 
 
Рис. 3.39. Распределение напряжений ху у клиновидного  




Рис. 3.40. Распределение напряжений ху у клиновидного двойника  
при действующей в точке O сосредоточенной нормальной силы P 
 
Рис. 3.41. Распределение напряжений ху у клиновидного двойника  
при действующей в точке O сосредоточенной касательной силы Q 
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Из сравнения результатов, представленных на рис. 3.39–3.41, 
видно, что наличие двойника в области действия сосредоточенной на-
грузки приводит к существенному изменению конфигурации полей на-
пряжений в деформируемом полупространстве. Эти изменения напря-
жений в решении задач механики деформируемого твердого тела не 
учитываются, что приводит к существенным ошибкам в случае прогно-
зирования эксплуатационных характеристик двойникующихся мате-
риалов. В случае области у вершины клиновидного двойника абсолют-
ная ошибка может достигать величины 106 раз. 
Интересна ситуация, кода внешняя сила действует не в точке O, 
а в другой точке – на оси OX. В этом случае в соотношения (3.9) не-
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Здесь c – расстояние от точки O до точки действия сосредото-
ченной силы. 
В данном случае интересна ситуация, если с = Н/2 (или с = –Н/2),  
т. е. когда внешняя сосредоточенная нагрузка действует на двойнико-
вой границе. Тогда увеличивается локализация напряжений у границы, 
на которую действует нагрузка (рис. 3.42). Это приводит к интенсифи-
кации на данной границе процесса генерации двойникующих дислока-
ций, что, в свою очередь, ведет к искривлению двойниковой границы, 
делая ее выпуклой [345]. 
3.8. Расчет полей напряжений у клиновидного двойника,  
находящегося у поверхности твердого тела, деформируемой 
распределенной нагрузкой 
В случае распределенных внешних усилий поля напряжений в 
нагруженном вдоль прямой упругом полупространстве при произ-
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вольном распределении нормальных )(xp  и касательных усилий )(xq  
в случае, схематически представленном на рис. 3.43, определяются по 
формулам [59]: 
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где a1 и a2 определяют размер полосы, к которой приложена нагруз- 
ка (рис. 3.43); s – параметр интегрирования. 
 
Рис. 3.42. Поля напряжений ху у клиновидного двойника,  
находящегося у поверхности упругого полупространства,  




Рис. 3.43. Схематическое изображение клиновидного двойника,  
расположенного у поверхности кристалла, при действующей  
на нее распределенной нагрузке 
Результаты расчета на основании формулы (3.10) распределения 
сдвиговых напряжений exy  представлены на рис. 3.44 и 3.45 [348]. При 
этом с помощью используемых в данной работе методов получен извест-




Рис. 3.44. Распределение напряжений ху в упругом изотропном  
полупространстве при действии на поверхности,  
равномерно распределенной на линейном участке нагрузки p(s)  
величиной 100 Н/м 
 
Рис. 3.45. Распределение напряжений ху в упругом изотропном  
полупространстве при действии на поверхности,  
равномерно распределенной на линейном участке нагрузки q(s)  
величиной 100 Н/м 
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Результаты расчетов для случая двойника с прямолинейными 
границами представлены на рис. 3.46–3.49. Принималось H = 31 мкм;  
L = 100 мкм; bкр = 0,124 нм; для железа: a = 0,248 нм [347]. Ограничим-
ся рассмотрением распределения только сдвиговых напряжений xy , 
которые играют важную роль в процессах междислокационного 
взаимодействия. 
При отсутствии внешних напряжений скалывающие напряжения ху 
локализуются на двойниковых границах и у вершины двойника, а также 
в области, несколько удаленной от средней части двойника (рис. 3.39). 
Высокий уровень данные напряжения имеют и у поверхности кри-
сталла, и внутри двойника [349]. Напряжения у клиновидного двой-
ника, находящегося у поверхности, знакопеременны. Они положи-
тельны у вершины и у устья двойника и отрицательны – в остальных 
областях (рис. 3.39). 
В плане изучения влияния внешних распределенных на поверх-
ности напряжений на напряженное состояние у двойника интересны 
случаи, когда область действия внешних напряжений равна ширине 
двойника у устья или значительно ее превосходит. Для физического 
анализа удобно рассмотрение вариантов, когда 0const)( sp , 
0)( sq  и ;0)( sp  0const)( sq  [348]. 
  
Рис. 3.46. Распределение сдвиговых напряжений ху   
у клиновидного двойника при p(s) = 100 Н/м; q(s) = 0 и a1 = a2 = H/2  
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На рис. 3.46 показано распределение напряжений xy  в случае, 
когда 100)( sp  Н/м; 0)( sq  при 221 Haa  . Тогда нормальная 
распределенная нагрузка )(sp  перестает действовать на двойниковых 
границах. Это приводит к тому, что в данных областях существенно 
возрастают внутренние напряжения. Происходит перераспределение 
напряжений таким образом, что у одной из границ двойника они поло-
жительны, а у другой – отрицательны (рис. 3.46). Это, в свою очередь, 
способствует активизации процесса генерации двойникующих дисло-
каций на одной из границ и подавлению этого процесса у другой. 
 
Рис. 3.47. Распределение сдвиговых напряжений ху у клиновидного  
двойника при p(s) = 0; q(s) = 100 Н/м и a1 = a2 = H/2  
Действие только тангенциальной внешней нагрузки (величиной 
100)( sq  Н/м при 0)( sp  и )221 Haa   у устья двойника также 
способствует увеличению уровня напряжений, но они имеют один 
знак по обе стороны двойника (рис. 3.47) и меняют его только у вер-





Рис. 3.48. Распределение сдвиговых напряжений ху  
у клиновидного двойника при p(s) = 100 Н/м; q(s) = 0 и a1 = a2 = 5 H 
 
Рис. 3.49. Распределение сдвиговых напряжений ху у клиновидного  
двойника при p(s) = 0; q(s ) = 100 Н/м и a1 = a2 = 5 Н 
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При Haa 521   величина напряжений xy  при 100)( sp  Н/м 
и 0)( sq  (рис. 3.48) уменьшается по сравнению с предыдущим слу-
чаем, а при 100)( sq  Н/м и 0)( sp  – возрастает (рис. 3.49), причем 
так, что у вершины двойника напряжения имеют одинаковый знак, 
как и в других областях у двойника. 
3.9. Поля напряжений в деформируемом упругом  
полупространстве при наличии параллельных двойников 
При деформировании двойникующихся материалов двойники в 
них, как правило, формируются группами [109]. Такому типу двойни-
кования подвержены материалы при их деформировании сжатием, рас-
тяжением или кручением [109], т. е. таким видам деформаций, которые 
часто встречаются при эксплуатации двойникующихся материалов. 
Представляет интерес решение задачи о расчете полей напряже-
ний у параллельных двойников, находящихся вдали от поверхности. 
Это актуально для случая крупнозернистых поликристаллических ма-
териалов, когда при деформировании система параллельных двойни-
ков зарождается на границах зерен. При этом, как и ранее, отвлечемся 
от напряжений границ зерен и рассмотрим только те напряжения и эф-
фекты, которые связаны исключительно с двойникованием. 
Для расчета полей напряжений ),( yxij  у единичного клино-
видного двойника с произвольной формой границ в данной работе 
были предложены соотношения (2.1)–(2.5), которые могут быть по-
ложены в основу макроскопической дислокационной модели парал-
лельных двойников в следующей модификации [350]: 
        2(1) (1,0)1 0 1 0 0 0 0
0 0
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x y f x x x y nD y dx

         (3.11) 
Здесь D0 – расстояние между двойниками; M связано с числом 
двойников в системе параллельных двойников. Так как суммирование 
ведется от нуля, то рассчитываемое количество двойников будет на 
единицу больше, чем M. 
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Для использования (2.4), (2.5) в (3.11) необходимо произвести 
замену .0nDyy   Это позволяет осуществить операцию трансля-
ции двойника вдоль оси y M раз. 
На рис. 3.50 схематически представлена система параллельных 
двойников, для которых справедливы соотношения (3.11). Равновес-
ная форма таких остаточных двойников обеспечивается силами внут-
реннего трения. Экспериментальное подтверждение существования 
таких двойников клиновидной формы, являющейся производной от 
линзовидной формы, представлено, например, в работах [43], [53], 
[109], [313]. Пусть направления краевой и винтовой составляющих 
вектора Бюргерса двойникующих дислокаций по отношению к парал-
лельным двойникам будут такими, как это показано на рис. 3.50. 
В случае прямолинейных границ двойников и при 
0 2 0( ) ( ) constx x       для скалывающих напряжений xy  получим 
результат, представленный на рис. 3.51. Принималось: L = 100 мкм;  
H = 21 мкм; D0 = 31 мкм; M = 5. 
Из рис. 3.51 видно, что напряжения локализуются на границах 
параллельных двойников и у их вершин. У вершин двойников напря-
жения меняют знак на противоположный. С удалением от вершин 
двойников в сторону их роста также имеется область локализации по-
ложительных сдвиговых напряжений [350]. 
Аналогичным образом можно рассчитать поля напряжений  
у параллельных двойников с различной формой границ. Это осущест-
вимо путем задания функций )( 01 xf  и ).( 02 xf  Плотность же двойни-
кующих дислокаций на двойниковых границах задается функциями 
)( 01 x  и ).( 02 x  
Интересен случай, когда параллельные двойники находятся у 
поверхности кристалла [349]. Такие двойники схематически пред-
ставлены на рис. 3.52. След поверхности кристалла на рис. 3.52 сов-
падает с осью OX. Пусть все двойники параллельны оси OY, и их дли-
на, ширина и расстояние между ними одинаковы. Это не 
противоречит общности полученных результатов и математических 
выкладок, так как легко можно перейти к рассмотрению любой груп-
пы параллельных двойников [351], [352]. Для получения расчетных 
соотношений в данном случае в (3.11) необходимо сделать подста-
новку (3.7) и (3.8). 
Результаты расчетов для полисинтетического двойника с прямо-
линейными границами его двойников и равномерном распределении 
двойникующих дислокаций представлены на рис. 3.53 на примере 
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сдвиговой компоненты xy . Принималось: L = 100 мкм; H = 21 мкм; 
D0 = 31 мкм; M = 5. 
Из рис. 3.53 видно, что сдвиговые напряжения локализованы на 
двойниковых границах и у вершин параллельных двойников. Внутри 
системы двойников наблюдаются области равных напряжений.  
У двойников напряжения отрицательны, а при удалении от вершин 
двойников в направлении их развития – положительны [349]. 
 
Рис. 3.50. Схематическое изображение системы параллельных 




Рис. 3.51. Конфигурация полей сдвиговых напряжений ху  
у параллельных двойников, находящихся вдали от поверхности кристалла 
 
Рис. 3.52. Схематическое изображение системы  




Рис. 3.53. Результаты расчетов приведенной величины ху  
для случая прямолинейных границ двойников с равномерной  
плотностью двойникующих дислокаций 
В ходе решения задачи по расчету полей напряжений в дефор-
мируемом упругом полупространстве при наличии у его поверхности 
системы параллельных двойников введем следующие ограничения на 
количество вариантов рассмотрения результатов расчетов: 1) плот-
ность двойникующих дислокаций на двойниковых границах одинако-
ва и постоянна, т. е.      0201 yy ; 2) границы двойников прямо-
линейны. 
Ограничимся также количеством вариантов распределения внеш-
них напряжений. При этом рассмотрим представляющие практический 
интерес случаи: 1) сосредоточенная нагрузка действует в некоторой 
точке в области системы параллельных двойников; 2) распределенные 
нагрузки действуют на участке, размер которого равен ширине двойни-
ка у устья; 4) распределенные нагрузки действуют на участке длиной, 
равной ширине системы параллельных двойников [348]. 
Схематическое изображение параллельных двойников, находя-
щихся у поверхности деформируемого упругого полупространства, 




Рис. 3.54. Схематическое изображение системы параллельных двойников,  
находящихся у поверхности упругого полупространства, деформируемой  
распределенной нагрузкой 
На рис. 3.55 представлен результат расчета распределения у па-
раллельных двойников сдвиговых напряжений xy  при отсутствии 
внешних напряжений в случае следующих расчетных параметров:  
L = 100 мкм; H = 21 мкм; D0 = 31 мкм; M = 5; вb  = крb  = 0,124 нм;  = 81 ГПа;  
v = 0,29 [347]. Видно, что напряжения локализованы на границах двой-
ников и у их вершин. В области, занятой двойниками, напряжения от-
рицательны, а в областях, удаленных от вершин двойников в сторону 
их роста, напряжения положительны. При этом имеется область мак-
симальных значений положительных напряжений, которая удалена  
от вершин двойников (рис. 3.55). 
При изучении влияния сосредоточенной нагрузки на напряжен-
ное состояние у систем параллельных двойников целесообразно рас-
смотрение двух предельных случаев: P  0, Q = 0 и P = 0, Q  0. Об-





Рис. 3.55. Распределение напряжений ху, Па, у параллельных двойников,  
находящихся у поверхности при отсутствии внешних напряжений 
 
Рис. 3.56. Распределение напряжений ху, Па, у параллельных  
двойников, находящихся у поверхности при действующей нормальной  
сосредоточенной нагрузке P = 100 Н (Q = 0) 
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На рис. 3.56 представлены результаты расчетов распределения 
сдвиговых напряжений у параллельных двойников при действии в 
средней их части нормальной нагрузки P = 100 Н (при Q = 0). Это при-
вело к изменению уровня напряжений у системы параллельных двой-
ников, но не к изменению их знака. Наблюдается локализация напря-
жений в области действия сосредоточенной нагрузки. Аналогичная 
ситуация наблюдается и при P = 0, Q = 100 Н (рис. 3.57). 
 
Рис. 3.57. Распределение напряжений ху, Па, у параллельных  
двойников, находящихся у поверхности при действующей сдвиговой  
сосредоточенной нагрузке Q = 100 Н (P = 0) 
Иная ситуация наблюдается при действии на линейном участке 
поверхности распределенной нормальной нагрузки (рис. 3.58). При 
распределении нормальной нагрузки на участке, равном ширине двой-
ника у устья при p(s) = 100 Н/м, q(s) = 0 сдвиговые напряжения поло-
жительны у двойников, находящихся с правой стороны, и отрицатель-
ны у двойников с левой стороны. 
В случае касательных усилий, распределенных на участке, равном 
ширине двойника, при p(s) = 0, q(s) = 100 Н/м область положительных 
напряжений удаляется от вершин двойников (рис. 3.59). 
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При увеличении области распределения внешней нагрузки до раз-
меров ширины системы параллельных двойников в случае p(s) = 100 Н/м, 
q(s) = 0 (рис. 3.60) исчезает область локализации напряжений у вер-
шин двойников, однако внутри системы параллельных двойников име-
ются области положительных и отрицательных напряжений. При  
p(s) = 0, q(s) = 100 Н/м в рассматриваемой области при таком распреде-
лении касательных усилий напряжения только отрицательны (рис. 3.61). 
Результаты, представленные на рис. 3.55 и 3.56, говорят о том, 
что из-за перераспределения напряжений у системы параллельных 
двойников под действием внешних напряжений дислокационная ак-
тивность повышается не только в области действия внешней нагруз-
ки, но и вдали от нее. 
 
Рис. 3.58. Распределение напряжений ху, Па, у параллельных  
двойников, находящихся у поверхности при наличии на ней  
распределенной нормальной нагрузки p(s) = 100 Н/м (q(s) = 0),  




Рис. 3.59. Распределение напряжений ху у параллельных двойников,  
находящихся у поверхности при наличии на ней распределенной сдвиговой  
нагрузки q(s) = 100 Н/м (p(s) = 0), действующей на полосе, длина которой  
равна ширине двойника у устья 
 
Рис. 3.60. Распределение напряжений ху у параллельных двойников,  
находящихся у поверхности при наличии на ней распределенной  
нормальной нагрузки p(s) = 100 Н/м (q(s) = 0),  действующей на полосе,  




Рис. 3.61. Распределение напряжений ху у параллельных 
двойников, находящихся у поверхности при наличии на ней  
распределенной сдвиговой нагрузки q(s) = 100 Н/м (p(s) = 0),  
действующей на полосе, длина которой равна ширине  
системы параллельных двойников 
Следует отметить, что двойниковые границы в твердых телах яв-
ляются дефектами, которые можно представить в виде поверхностей 
толщиной в два-три межатомных расстояния. Данные дефекты являют-
ся концентраторами больших внутренних напряжений. Эти напряжения 
дальнодействующие и эффект воздействия на другие дефекты в кон-
денсированной среде от наличия в ней двойниковой границы распро-
страняется на значительные по сравнению с шириной границы рас-
стояния [150]. 
Поля напряжений, обусловленные некогерентными двойниковы-
ми границами, преимущественно рассчитываются с использованием 
дислокационной теории двойникования [43], [108], [110], [150]. Потен-
циал поля напряжений единичной дислокации таков, что на линии дис-
локации напряжения принимают бесконечное значение. Соответствен-
но и двойникующие дислокации на границе двойника создают поле 
напряжений, математически описываемое потенциалом, принимающим 
на границе бесконечно большую величину. В реальности на экспери-
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менте этого не наблюдается. Однако это не является ошибкой матема-
тического моделирования. 
Аналогичная ситуация наблюдается и при описании, например, 
гравитационного взаимодействия небесных тел, или взаимодействия 
зарядов, когда также используется потенциал поля, стремящийся к 
бесконечности при стремлении к нулю расстояния межу телами или 
зарядами. При этом взаимодействие тел или зарядов рассматривается 
на достаточно большом расстоянии между ними. Таким образом, и 
поле напряжений двойниковых границ в работах [43], [108], [110], 
[150] рассматривается на расстояниях, превышающих размер ядра 
двойникующей дислокации. Ввиду того, что расчет напряжений ве-
дется в рамках гипотезы сплошности среды, когда межатомное рас-
стояние считается бесконечно малым, бесконечно малой является и 
ширина области двойниковой границы, в которой наблюдаются стре-
мящиеся к бесконечности значения напряжений. Этой областью в 
рамках гипотезы сплошности среды правомерно пренебречь, что и 
сделано в работах [43], [108], [110], [150], а также в данной работе. 
На языке механики деформируемого твердого тела область, в 
которой не рассматриваются напряжения у двойниковых границ, мо-
жет быть определена из условия 1ij  [354]. 
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ГЛАВА 4  
МЕТОД РАСЧЕТА НАПРЯЖЕННО- 
ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ  
У ОСТАТОЧНЫХ НАНОДВОЙНИКОВ 
4.1. Метод расчета и закономерности распределения  
внутренних полей напряжений, смещений и деформаций  
у клиновидного нанодвойника на основании  
дислокационной модели 
4.1.1. Экспериментальные результаты по обнаружению  
остаточных нанодвойников  
Существующая в настоящее время дислокационная модель тон-
кого упругого двойника, представленная А. М. Косевичем и В. С. Бой-
ко в работе [108], справедлива для ограниченного класса клиновидных 
двойников, для которых выполняется соотношение H/L < 10–4–10–3,  
где H – ширина клиновидного двойника у устья. На практике прихо-
дится иметь дело с двойниками, для которых H/L > 10–2–10–1 [340]. 
При наличии обширных экспериментальных данных [43], [49], [50], 
[96]–[101], [108]–[111], [156]–[158] теория таких двойников в настоя-
щее время слабо развита. Особый интерес представляет математиче-
ское моделирование начальных стадий двойникования, которые во 
многом определяют дальнейшее развитие двойников, длина которых на 
этой стадии имеет порядок десятков или сотен нанометров [355]–[367]. 
Двойники длиной порядка десятков–сотен нанометров можно 
отнести к нанодвойникам [139]–[146]. В числе первых работ, посвя-
щенных данному новому явлению, относится работа [364] по экспери-
ментальному исследованию нанодвойникования локально деформиро-
ванных монокристаллов висмута. Интерес [139]–[146], [355]–[367]  
к исследованию таких двойников связан с тем, что они характеризуют 
начальную стадию развития двойникования. Вопросы, связанные с 
механизмами зарождения двойников, в настоящее время являются 
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малоизученными, но важными с точки зрения понимания механизмов 
двойникования твердых тел. Поэтому исследование нанодвойникова-
ния представляется актуальным, что подтверждается наметившимся 
всплеском работ в данном направлении [139]–[146], [355]–[367], 
впервые обозначенном в [364]. 
На рис. 4.1 и 4.2 показаны микрофотоснимки, сделанные с по-
мощью растрового электронного микроскопа. На них приведены 
фрагменты отпечатка индентора Виккерса на поверхности (111) мо-
нокристалла висмута, а также микродвойники. Нанодвойники на  
рис. 4.1 и 4.2 отмечены стрелками.  
 
Стрелкой показан нанодвойник 
Рис. 4.1. Микрофотоснимок фрагмента отпечатка индентора Виккерса  




Стрелкой показан нанодвойник 
Рис. 4.2. Микрофотоснимок фрагмента отпечатка индентора Виккерса  
на поверхности (111) монокристалла висмута 
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На рис. 4.1 нанодвойник, зародившийся у вершины отпечатка 
индентора, имеет размеры порядка 800 нм. Нанодвойник на рис. 4.2 
имеет размер порядка 200 нм. Возникали ситуации, когда нанодвойни-
ки наблюдались не у вершины отпечатка индентора, а у его грани [364]. 
Причем в отдельных случаях нанодвойники появлялись вдали от от-
печатка индентора на расстоянии порядка 50 нм. 
Принадлежность отмеченных стрелками на рис. 4.1 и 4.2 обра-
зований к нанодвойникам подтверждалась детальными исследова-
ниями рельефа поверхности при большом увеличении с помощью 
микроскопа CamScan-4. Так как двойниковые прослойки на поверх-
ности образуют специфический рельеф, присущий только двойникам, 
то метод их выявления можно считать достаточным и достоверным. 
Благодаря этому данный метод и получил широкое распространение 
[99], [113]–[115]. Было установлено [364], что нанодвойники образу-
ют на поверхности скола (111) монокристалла висмута такой же рель-
еф, как и микродвойники [313], [368], [369]. Существование нано-
двойников в настоящее время является общепризнанным [139]–[146]. 
4.1.2. Расчет полей внутренних напряжений у нанодвойника  
клиновидной формы  
Необходимость развития теории заклинившихся двойников связа-
на с тем, что на практике часто приходится иметь дело с двойникующи-
мися материалами, которые предварительно обработаны давлением.  
В таких твердых телах уже сформирована система двойников, которые 
выступают в качестве статических концентраторов напряжений, оказы-
вающих существенное влияние на физические свойства материала [43], 
[49], [50], [109], [332], [334], [335], [351], [364], [365], [370]–[376]. Решать 
задачи механики деформируемого твердого тела с учетом локализации 
напряжений на двумерных дефектах удобно при использовании теоре-
тических расчетов, основанных на представлениях о дислокационной 
природе процесса двойникования, рассмотренной, например, А. М. Ко-
севичем и В. С. Бойко в работе [108]. Поэтому хорошо зарекомендовав-
ший себя дислокационный подход в данной работе и лег в основу расче-
тов внутренних напряжений, созданных остаточными двойниками. 
На масштабном уровне рассмотрения нанодвойникования рас-
стояние между двойникующими дислокациями нельзя считать пре-
небрежимо малым [358], [377]–[379]. Поэтому в математических мо-
делях двойников на этом масштабном уровне должен присутствовать 
параметр, определяющий данное расстояние. Напряжения и деформа-
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ции в этом случае в рамках теории упругости определяются в резуль-
тате дискретного суммирования напряжений или деформаций, сфор-
мированных каждой дислокацией двойниковой границы [318].  
На данном мезоскопическом уровне возможно рассмотрение не толь-
ко участка границы двойника [380], [381], но и отдельных двойников 
длиной до десятых долей микрометра [358], [377]–[379]. Такие двой-
ники характеризуют начальную стадию развития двойникования и,  
в некоторых случаях, могут рассматриваться как зародыши двойни-
ков, изучение которых, по мнению М. В. Классен-Неклюдовой [109], 
является важной научной проблемой. 
По аналогии с дислокационной моделью зерен [315], имеющих 
конечный размер вдоль оси OZ (данная ось перпендикулярна рис. 4.3), 
будем рассматривать плоскую задачу для остаточного клиновидного 
нанодвойника малой длины в направлении оси OZ. Двойниковые гра-
ницы будем моделировать дислокационными лестницами, как это 
сделано в [43] с учетом того, что в каждой плоскости двойникования 
может находиться только одна двойникующая дислокация одного 
знака. Так же, как и в [315], примем допущение того, что каждая 
двойникующая дислокация имеет бесконечную длину, а линия дислока-
ции – параллельна оси OZ (рис. 4.3). Это допущение модели для двой-
ников конечной вдоль оси OZ длины, которое аналогично допуще-
нию, принятому в дислокационных моделях границ зерен [26]–[29], 
[315] и двойников [43], [346]. При этом размеры зерен [26]–[29[, [315] 
и нанозерен [143], [145], [146], [152], при которых их подобная рас-
сматриваемой дислокационная модель может считаться адекватной, 
порой существенно меньше геометрических размеров рассматривае-
мых в данной работе двойников. 
Отметим, что и границы зерен также не бесконечны вдоль оси 
OZ [26]–[29[, [315], как при определенных условиях это наблюдается 
при двойниковании. Однако результаты, полученные на основании 
модели с бесконечными вдоль оси OZ дислокациями, в случае границ 
конечных микро- и даже нанозерен являются общепризнанными и 
адекватными [143], [145], [146], [152]. Следовательно, приведенное в 
работе моделирование (в том числе и пространственно конечных 
двойников) не противоречит общепризнанным подходам дислокаци-
онной теории зеренных границ [26]–[29], [315]. Это правомерно, так 
как согласно [26]–[29], [315] напряжения рассматриваются в весьма 
ограниченной области – плоскости сечения двойника (зерна), где 





Рис. 4.3. Схема взаимного расположения дислокаций,  
их компонент вектора Бюргерса и декартовой системы координат  
для расчета полей напряжений и деформаций у клиновидного двойника 
Так как представленный на рис. 4.3 двойник не является тонким, 
то согласно [108] такой двойник является остаточным и может суще-
ствовать после снятия нагрузки. Пусть нанодвойник находится вдали 
от поверхности. Экспериментальное подтверждение возможности 
существования остаточного двойника вдали от поверхности кристал-
ла приведено, например, в работах [315], [368], где показаны микро-
фотоснимки остаточных двойников, находящихся вдали от поверхно-
сти в разрезанных кристаллах. При этом плоскость разреза кристалла 
и двойника – аналог плоскости XOY, которой разрезался остаточный 
трехмерный двойник на рис. 4.3. 
Клиновидная форма двойника является производной от линзо-
видной [339], [382], когда одна из частей линзы у двойника, находя-
щегося вдали от поверхности кристалла, деформирована, например, в 
ходе дислокационных реакций субзеренной границей, дислокацион-
ной стенкой, включением, взаимодействием с границей другого двой-
ника или др., находящимися у устья клиновидного двойника, и влия-
ние которых для упрощения модели (ввиду большого множества 
вариантов) рассматривать не будем. Таким образом, ввиду производ-
ности клиновидной формы двойника от линзовидной его формы и на-
личия экспериментальных подтверждений [313], [368], правомерно 
аналогичное с [43] утверждение о возможности существования кли-
новидного двойника вдали от поверхности кристалла. 
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В качестве допущения модели также не будем рассматривать 
анизотропию, свойственную кристаллическим твердым телам. Учет 
анизотропии приводит к весьма громоздким математическим соотно-
шениям, которые крайне неудобны для анализа полученных результа-
тов. Поэтому, несмотря на существование теории дислокаций в ани-
зотропных средах (кристаллах) [26], для таких сплошных сред 
значительно более широко используется приближение изотропной 
среды [23], [26], [108], [109], [315] и др., так как оно позволяет полу-
чать достаточно адекватные результаты, не прибегая к неоправданно 
громоздким математическим соотношениям. Исходя из этого, в соот-
ветствии с общепринятыми традициями [23], [26], [108], [109], [315]  
и др., когда для случая анизотропных (кристаллических) твердых тел 
предпочтение отдается приближению изотропности среды, использо-
вание в данной работе такого приближения целесообразно. По этой 
же причине, как и в случае существующей теории границ зерен [23], 
[26], [315], не будем учитывать и анизотропию, обусловленную пово-
ротом кристаллической решетки в нетонком двойнике. 
Пусть рассматриваемый остаточный двойник находится вдали 
от поверхности ненагруженной бесконечной непрерывной изотроп-
ной среды и состоит из имеющего вид клина скопления двойникую-
щих дислокаций с вектором Бюргерса b (рис. 4.3). Эксперименталь-
ному доказательству возможности существования остаточного 
двойника вдали от поверхности кристалла посвящена, например, ра-
бота [315]. На рис. 4.3 в начале декартовой системы координат нахо-
дится вершинная двойникующая дислокация. Пусть краевая состав-
ляющая вектора Бюргерса направлена вдоль оси OX (см. рис. 4.3) в 
сторону положительного ее направления, а винтовая – перпендику-
лярно плоскости рис. 4.3 (вдоль оси OZ). Очевидно, что в данной мо-
дели дислокационные линии параллельны оси OZ, а плоскостью 
двойникования является плоскость XOZ. Индексы Миллера плоскости 
двойникования для различных двойникующихся материалов различ-
ны. В [29] такие двойники названы плоскими, но согласно [315], такая 
модель может быть использована в плоской задаче и для конечных 
вдоль оси OZ объектов.  
Представленный на рис. 4.3 двойник в двойникующемся мате-
риале получают множественными схемами деформирования.  
При этом согласно [109] должно выполняться условие наличия кон-
центрации напряжений, которые в данном случае рассматривать не 
будем. Вдали от поверхности в качестве такого концентратора напря-
жений могут выступать инородные включения, границы зерен и двой-
ников [108], [109]. Равновесие системы дислокаций, представленной на 
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рис. 4.3, обеспечивается силами внутреннего трения, препятствующими 
перемещению дислокаций [150]. Природа этой силы такова, что основ-
ной вклад в ее величину вносят полные дислокации, существовавшие в 
кристалле до появления двойника, либо сгенерированные двойниковы-
ми границами, либо внешней нагрузкой одновременно с процессом 
двойникования [150]. Причем двойниковые границы часто способст-
вуют образованию сидячих дислокаций [150], которые неподвижны 
даже при очень высоких деформациях, соизмеримых с пределом проч-
ности материала. Наличие таких сидячих дислокаций в плоскости ми-
грации двойникующих дислокаций в случае остаточных двойников 
часто сводит к нулю вклад в равновесную форму двойника сил меж-
дислокационного взаимодействия. 
Проведем расчет на основании принципа суперпозиции компо-
нент тензора напряжений, создаваемых такой, имеющей вид лестни-
цы (см. рис. 4.3), совокупностью дислокаций. Известно [1], что дан-
ный принцип справедлив в рамках теории упругости в случае 
неподвижных источников внутренних напряжений, в качестве кото-
рых выступают двойникующие дислокации рассматриваемого стати-
ческого остаточного двойника.  
Для решаемой задачи о клиновидном двойнике на мезоскопиче-
ском (наномасштабном) уровне из (1.21) получим: 
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
  (4.1) 
где n и m – индексы суммирования; d и h – проекции, соответственно, 
на оси OX и OY отрезка, соединяющего две соседние дислокации  
(см. рис. 4.3); N и M – число дислокаций на каждой из границ двойника. 
Решая (1.23), с учетом требования принципа линейной суперпо-
зиции, используемого в теории дислокационных стенок [26]–[28], 
[315], можно записать: 





ijij mhymdxnhyndxyx ,,, ,  (4.2) 
где i и j принимают значения x, y или z; OAij  и 
OB
ij  – напряжения, соз-
даваемые скоплениями дислокаций на границах OA и OB соответст-
венно (см. рис. 4.3).  
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В существующих теориях двойникования [109]–[111], как прави-
ло, пренебрегается величиной ступеньки, которую образует двойник на 
поверхности твердого тела. Такое допущение не отвергает существова-
ние поворота кристаллической решетки, обусловленного двойникова-
нием, а связано с пренебрежимо малой величиной ступеньки по срав-
нению с геометрическими параметрами двойника [343]. Тем более 
такое допущение целесообразно в случае образования двойника вдали 
от поверхности твердого тела, когда вызванные поворотом кристал-
лической решетки геометрические изменения компенсируются пла-
стической деформацией у устья двойника. Не изменяя традициям, за-
ложенным в [109]–[111], примем такое же допущение и в данной 
работе и пренебрежем геометрическими изменениями, вызванными 
поворотом кристаллической решетки у устья двойника. Тогда для 
компонент тензора напряжений, обусловленных краевой составляю-
щей вектора Бюргерса двойникующих дислокаций клиновидного 
двойника, (4.2) будет иметь [373]: 
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Следует отметить, что соотношения (4.3) и (4.4) справедливы 
для рассматриваемого объемного двойника, рассеченного плоскостью 
XOY перпендикулярно оси OZ. При этом напряжения рассматривают-
ся только в плоскости XOY. Это справедливо, так как геометрический 
размер двойника вдоль оси OZ достаточно велик, чтобы в прилегаю-
щей к плоскости XOY области могло быть использовано приближение 
прямолинейности двойникующих дислокаций, параллельных оси OZ. 
Результаты компьютерной обработки соотношений (4.3) и (4.4) 
приведены на рис. 4.4–4.8. При этом для удобства вычислялись без-
размерные величины [373]: 




ij   
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в** bAA yzxz . В расчетах принималось: N = 100;  
M = 99; d = 1,5 нм; h = 0,5 нм. 
Сравнительный анализ полученного графического материала, пред-
ставленного на рис. 4.4–4.8, говорит о том, что нормальные (хх, уу и zz) 
и скалывающие (ху, хz и уz) напряжения вокруг клиновидного двой-
ника ведут себя различным образом: нормальные напряжения распре-
делены у границ двойника несимметрично, скалывающие же напря-
жения – симметричны относительно оси OX [373]. Исключение 
составляют напряжения zz и хz, конфигурация которых идентична. 
Однако общим является тот факт, что напряжения максимальны в не-
посредственной близости двойниковой границы. 
Компьютерные расчеты показали, что увеличение числа двой-
никующих дислокаций на двойниковых границах существенным об-
разом не изменяет вид конфигурационных кривых полей напряжений. 
Однако при этом пропорционально числу дислокаций в рассматри-
ваемом скоплении изменяется величина напряжений у двойника, что, 
в частности, следует из (4.3) и (4.4). 
 
Рис. 4.4. Распределение хх (конфигурационный эквивалент хх)  




Рис. 4.5. Распределение уу (конфигурационный эквивалент уу)  
у клиновидного нанодвойника 
 
Рис. 4.6. Распределения zz (конфигурационный эквивалент zz)  




Рис. 4.7. Распределение xy (конфигурационный эквивалент xy)  
у клиновидного нанодвойника 
 
Рис. 4.8. Распределение yz (конфигурационный эквивалент yz)  
у клиновидного д нанодвойника 
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Отметим еще один, казалось бы, очевидный, но ранее не обсуж-
давшийся в литературе факт, заключающийся в том, что внутри двой-
ника напряжения не являются однородными, а возрастают с удалени-
ем от устья двойника и с приближением к его вершине. Это не 
представляется возможным установить на основании модели тонкого 
двойника, представленной А. М. Косевичем и В. С. Бойко в [108]. 
Нормальные напряжения (xx и yy) локализованы у одной из 
двойниковых границ (рис. 4.4 и 4.5). Это говорит о наличии избыточ-
ных внутренних напряжений у одной двойниковой границы, что 
должно сказываться на динамике двойникующих дислокаций, обра-
зующих в результате деформации кристалла двойниковый клин. Нор-
мальные напряжения способствуют процессу переползания дислока-
ций через препятствия в виде дефектов кристаллической решетки. 
Следовательно, двойниковая граница, у которой нормальные напря-
жения выше, в процессе своего формирования будет менее чувстви-
тельна к дефектам кристаллической структуры. 
Напряжения xx, yy и zz ответственны за миграцию точечных де-
фектов к двойниковой границе [372]. Антисимметрия данных напряже-
ний (рис. 4.4–4.6) приведет к тому, что у одной из границ концентрация 
точечных дефектов будет выше, чем у другой, величина нормальных 
напряжений у которой ниже. Избыточная концентрация, например, 
примесей у двойниковой границы будет способствовать образованию 
сегрегаций, состоящих из большего числа атомов, чем у границы, вели-
чина нормальных напряжений у которой ниже (в обсуждении и анализе 
результатов принимал участие Ю. В. Василевич [372]). 
Следует отметить, что первые попытки расчета сдвиговой ком-
поненты тензора напряжений xу были предприняты в [383]. Однако 
существовала проблема определения численных значений изолиний, 
которая решена в данной работе и работе [373]. Это позволило вести 
количественный анализ эволюции напряжений у клиновидного двой-
ника в зависимости от его параметров. 
4.1.3. Расчет смещений у клиновидного нанодвойника  
на мезоскопическом уровне  
Выражения для расчета смещений у единичной дислокации име-
ют вид (1.24), (1.27). По аналогии с (4.2) для полей смещений клино-
видного двойника на мезоскопическом уровне получим [322], [363]: 
     , , , .OA OBi i i
n m
u x y u x nd y nh u x md y mh         (4.5) 
 
 177
Раскрывая (4.5), с учетом (1.24) и (1.27), получим [322], [363]: 
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Результаты расчетов смещений (4.6) представлены на рис. 4.9–4.11. 
Параметры расчетов принимались такие же, как и в предыдущем слу-
чае. В данном случае необходим учет значения параметра , который 
брался равным 0,33. Без ущерба общности полученных результатов 
для исключения необходимости учета численных значений индивиду-









безразмерные распределения [322]: 







   (4.7) 




Рис. 4.9. Распределение х(х, у) (аналогичный вид имеет  
распределение смещений их(х, у)) 
 
Рис. 4.10. Распределение у(х, у) (аналогичный вид имеет  




Рис. 4.11. Распределение z(х, у) (аналогичный вид имеет  
распределение смещений иz(х, у)) 












Конфигурация распределения смещений xu  и zu  имеет схожий 
вид. Отличие заключается в величине значений изолиний в одних и 
тех же областях относительно клиновидного нанодвойника. Следует 
отметить, что данные смещения знакопеременны относительно оси 
OX (рис. 4.9 и 4.11), а также оси, параллельной оси OY, и проходящей 
у устья двойника (в обсуждении результатов принимал участие  
Ю. В. Василевич [322], [373]). 
Смещения yu  отрицательны и имеют более высокое численное 
значение также в удалении от вершины двойника (рис. 4.10). 
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4.1.4. Расчет полей деформаций в приближении  
дискретного распределения частичных дислокаций  
на границах клиновидного нанодвойника  
Из соотношений (4.6) определяются и компоненты тензора де-
формаций ij . Для этого необходимо воспользоваться соотношениями 
Коши (1.15), из которых получим [363]: 
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Результаты расчетов деформаций (4.8) представлены на рис. 4.12–4.16. 
В расчетах принималось вb  = крb  = 0,124 нм [347]. Остальные пара-
метры брались такими же, как и выше. 
В отличие от смещений iu  (рис. 4.9–4.11) у распределений ком-
понент тензора деформаций четко прослеживается локализация де-
формаций у границ двойника (рис. 4.12–4.16). Нормальные деформа-
ции xx  и yy  знакопеременны относительно оси OX, а также 
относительно двойниковых границ, т. е. у каждой границы клиновид-
ного двойника нормальные деформации снаружи и внутри двойника 
имеют разный знак (рис. 4.12 и 4.13). Вдоль оси OX данные деформа-
ции близки к нулю. 
  




Рис. 4.13. Распределение деформации уу (х, у) 
 




Рис. 4.15. Распределение деформации хz (х, у) 
 
Рис. 4.16. Распределение деформации уz (х, у) 
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Деформации xy , как и yz , вдоль двойниковой границы локали-
зуются в трех областях (рис. 4.14 и 4.16): у вершины, у устья и сред-
ней части клиновидного двойника. Знак данных деформаций одина-
ков и они равны нулю внутри двойника на оси OX. 
Конфигурация полей деформаций xz  схожа с конфигурацией 
деформаций xx . Отличие заключается в численных значениях этих 
деформаций в одинаковых областях конденсированной среды по от-
ношению к клиновидному двойнику (рис. 4.12 и 4.15). 
Следует отметить, что используемый в данной работе принцип 
суперпозиции справедлив для линейных моделей механики деформи-
руемого твердого тела, когда выполняется условие [318]: 
1ij . 
Как видно из рис. 4.12–4.16, данные условия выполняются прак-
тически во всей расчетной области. Согласно [26] неадекватные реше-
ния имеют место в ядре дислокации в области, размер которой соизме-
рим с межатомным расстоянием. Однако на рис. 4.12–4.16 приведены 
результаты расчетов в масштабе рассмотрения среды в рамках механи-
ки деформируемого твердого тела, когда среда считается сплошной и 
эффекты атомного масштаба не рассматриваются. 
4.1.5. Расчет напряжений и деформаций  
у вершины нанодвойника клиновидной формы  
В плане дальнейшего анализа напряжений и деформаций у кли-
новидного двойника интересно их рассмотрение в особых областях у 
нанодвойника. В качестве одной из таких областей можно выделить 
вершину двойника. Эта область интересна тем, что у нее, как правило, 
наблюдается самый высокий уровень напряжений, в результате чего в 
области вершины двойника наибольшая вероятность зарождения 
трещин. Удалим из вершины двойника двойникующую дислокацию и 
рассмотрим напряженное и деформированное состояние, создаваемое 
в этой точке дислокациями двойниковых границ. Такое удаление дис-
локации приведет к тому, что суммирование по n в (4.3), (4.4) и (4.8) 
будет вестись не от нуля, как ранее, а от единицы. Чтобы определить 
напряжения и деформации в вершине двойника, необходимо в (4.3), 
(4.4) и (4.8) принять .0 yx  Тогда получим [360], [384], [385]: 




























































































































































































































































































































































































В случае, когда N = M, из (4.9), (4.10) получим [360], [385]: 




























в 1 ; (4.11) 
0xx , 0 yy , 0xz , 




































в 1 . (4.12) 
Из-за симметричного и регулярного распределения дислокаций 
на двойниковых границах при N = M компоненты тензора напряжений 
xx , yy , zz  и xz  равны нулю в связи с тем, что напряжения дисло-
каций на двух двойниковых границах скомпенсированы. Аналогично 
компенсируют друг друга и деформации xx , yy  и xz  двойникующих 
дислокаций, находящихся на разных двойниковых границах.  
В то же время, из-за расположения на двойниковых границах дислока-
ций одного знака напряжения xy , yz  и деформации xy , yz  удваива-
ются [385]. Рассмотрим эти деформации и напряжения более подробно. 
На рис. 4.16 и 4.17 представлены зависимости ,xz  yz  и ,xy  
yz , соответственно, от числа двойникующих дислокаций на двойни-
ковых границах N. При расчете значения параметров d, h и  в рас-
четных формулах (4.11), (4.12) принимались такие же, как и выше. 
Видно, что с ростом N рассматриваемые напряжения и деформации 
по модулю монотонно возрастают. При больших значениях N ско-
рость роста величины напряжений и деформаций уменьшается. 
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При N  M напряжения ,xx  ,yy  ,zz  xz  и деформации ,xx  










Причем при N < M,  < 0. Это значит, что если на границе OB 
(рис. 4.3) дислокаций больше, чем на границе OA, то напряжения ,xx  
yy , ,zz  xz  и деформации ,xx  ,yy  xz  будут менять знак своей ве-
личины на противоположный. 
   
  а)       б) 
Рис. 4.17. Зависимости ху (а) и хz (б) от числа  
двойникующих дислокаций на двойниковых границах N 
   
       а)            б) 
Рис. 4.18. Зависимости xy (а) и yz (б) от числа  
двойникующих дислокаций на двойниковых границах N 
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Для анализа напряжений и деформаций у вершины клиновидного 
двойника от параметров d и h рассмотрим зависимости [360], [384], [385]: 

 ),( hdij , 

 ),( hdij , 

 ),( hdij , 












Зависимости (4.13) представлены на рис. 4.19–4.28. Напряжения 
xx  у вершины двойника увеличиваются по модулю с уменьшением 
расстояния между дислокациями (рис. 4.19). Скорость роста напря-
жений при этом увеличивается при меньших расстояниях между дис-
локациями [360]. 
Совершенно иначе ведут себя напряжения yy  в зависимости от 
параметров d и h. Следует отметить, что данные напряжения меняют 
свой знак не только от дисбаланса плотности двойникующих дисло-
каций на противоположных двойниковых границах, но и от соотно-
шения между параметрами d и h. Причем при d < 2 мкм напряжения 
yy  отрицательны, а при d > 2 – положительны (рис. 4.20). 
Касательные напряжения xy  так же, как и напряжения yy , при-
нимают как отрицательные, так и положительные значения (рис. 4.21). 
Напряжения zz  и xz  в зависимости от параметров d и h имеют 
схожий вид (рис. 4.22 и 4.23). Отличие наблюдается в численных зна-
чениях изолиний в одинаковых областях зависимостей от d и h. При 
малых значениях этих параметров напряжения больше по величине, 
чем при больших значениях d и h. Напряжения zz  и xz  в рассматри-
ваемом интервале значений d и h не меняют знак. 
Конфигурация напряжений yz  (рис. 4.24) такая же, как и у на-
пряжений zz  и xz , но, в отличие от них, контуры изолиний напря-
жений yz  замыкаются на оси d, в то время как у напряжений zz   




Рис. 4.19. Распределение 

 ),( hdxx  
Как видно из рис. 4.25–4.29, деформации xx , yy  и xy  прини-
мают как положительные, так и отрицательные значения, а деформа-
ции xz  и yz  знак своей величины не меняют (в обсуждении резуль-
татов принимал участие Ю. В. Василевич [385]). 
 
Рис. 4.20. Распределение 





Рис. 4.21. Распределение 

 ),( hdxу  
  
Рис. 4.22. Распределение 





Рис. 4.23. Распределение 

 ),( hdxz  
  
Рис. 4.24. Распределение 





Рис. 4.25. Распределение 

 ),( hdxx  
 
Рис. 4.26. Распределение 





Рис. 4.27. Распределение 

 ),( hdxy  
 
Рис. 4.28. Распределение 





Рис. 4.29. Распределение 

 ),( hdyz  
4.1.6. Методика расчета внутренних напряжений  
у клиновидного нанодвойника при неравном количестве 
двойникующих дислокаций на границах 
 Рассмотренная ранее ситуация, когда на двойниковых границах 
находится одинаковое количество двойникующих дислокаций, на 
практике встречается крайне редко. Как правило, число двойникую-
щих дислокаций на противоположных границах клиновидного двой-
ника различно. Это связано с тем, что скорость генерации двойни-
кующих дислокаций на разных двойниковых границах меняется из-за 
отличий условий генерирования дислокаций в различных точках де-
формируемого твердого тела. В этом случае расстояние между двой-
никующими дислокациями, находящимися на противоположных 
двойниковых границах, не будет одинаковым. Зададим его проекция-
ми отрезков, соединяющих две соседние дислокации, как d1 и d2 (про-
екции на ось OX), h1 и h2 (проекции на ось OY). Индексы 1 и 2 отно-
сятся к первой или второй двойниковой границе соответственно.  
В результате соотношение (4.2) примет вид [340]: 





ijij mhymdxnhyndxyx  
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Из данного соотношения получим [377]: 
 
     












y nh x nd y nhb
x y
x nd y nh
                      
  
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y mh x md y mh
x md y mh

        
        
  
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y nh x nd y nhb
x y
x nd y nh
                     
  
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y mh x md y mh
x md y mh
         
        
  
   
     
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x y
x nd y nh
                     
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x md y mh
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x md y mh
  
   
  
Здесь должно выполняться условие ahh  21 , где a – межатомное 
расстояние в плоскости, перпендикулярной плоскости двойникования. 
4.2. Условие равновесия нанодвойника  
клиновидной формы 
Как и ранее, решение задачи будем рассматривать как суперпози-
цию решений двух задач для краевого и винтового двойников [43], [51]. 
Начнем с рассмотрения краевого нанодвойника (результаты получены 
совместно с Ю. В. Василевичем [386]). 
На рис. 4.30 представлено схематическое изображение клиновид-
ного нанодвойника с произвольным расположением двойникующих 
дислокаций на двойниковых границах. Построение схемы на рис. 4.30 
аналогично подходам, использованным в [43]. При этом линии двой-
никующих дислокаций прямолинейны, бесконечны и параллельны 
друг другу и оси OZ, перпендикулярной плоскости рис. 4.30. Такой 
подход широко используется в [43], [108]–[111], [143], [145], [146], 
[152], [387], [388] для моделирования нанозерен и двойников, имею-
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щих конечные размеры вдоль оси OZ. Это связано с тем, что в большин-
стве случаев решается плоская задача, когда поля напряжений и связан-
ные с ними силовые поля рассматриваются только в плоскости XOY. 
При этом полагается, что отрезки дислокаций, находящиеся вблизи 
плоскости XOY, имеют малую кривизну либо двойник симметричен от-
носительно данной плоскости, что способствует малым погрешностям 
расчетов полей напряжений в рассматриваемой плоскости. 
Пусть краевая составляющая вектора Бюргерса двойникующих 
дислокаций крb  краевого нанодвойника направлена вдоль оси OX  
(см. рис. 4.30). Очевидно, что двойник образован двумя типами дис-
локаций, отличающихся своим знаком [26]. Пусть дислокации обрат-
ного знака вместе с концентратором напряжений, благодаря которому 
образовался нанодвойник, находятся у его устья. В настоящей работе 
не будем рассматривать данные источники напряжений либо будем 
считать их роль незначительной. Ограничимся рассмотрением только 
















Дислокации устья двойника 
a
 
Рис. 4.30. Схематическое изображение системы  
«клиновидный нанодвойник – дислокации устья  
и концентратор напряжений» при произвольном расположении  
дислокаций на двойниковых границах 
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Координаты каждой двойникующей дислокации зададим как 
 ii yx , , где i изменяется от нуля до N. Для уменьшения громоздкости 
вычислений примем .4N  Тогда количество двойникующих дисло-
каций, образующих двойник, равно пяти.  
Разрабатываемая в данной работе модель клиновидного двойни-
ка в ряде работ [338], [356], [358], [360]–[364], [370], [379], [381] на-
звана мезоскопической. Это связано с использованием в ней проме-
жуточного масштабного уровня, находящегося между атомным и 
макроскопическим уровнями абстрагирования. Так как рассматри-
ваемые на этом масштабном уровне двойники имеют длину, как пра-
вило, не превышающую несколько сотен нанометров, то альтернатив-
ным названием разрабатываемой модели можно считать название 
наномасштабной модели. 
При произвольном распределении дислокаций на границах 
двойника (см. рис. 4.30) каждая дислокация создает поле сдвиговых 
напряжений, в общем случае определяемое по формулам [386]: 
     0 0 0 0, ,xy xy x x y y           1 1 1 1, ,xy xy x x y y      
     2 2 2 2, ,xy xy x x y y           3 3 3 3, ,xy xy x x y y      
     4 4 4 4, ,xy xy x x y y      (4.14) 
где     iiixyixy yyxx  ,  – сдвиговая компонента тензора напряже-
ний, создаваемых i-й дислокацией нанодвойника. 
Для нахождения нанодвойника в равновесии необходимо [23], 
чтобы силы, действующие на каждую двойникующую дислокацию со 
стороны других дислокаций, были равны нулю, т. е.: 
      2020210101кр0 ,, yyxxyyxxbF xyxy  
      ,0,, 4040430303  yyxxyyxx xyxy  
      2121201010кр1 ,, yyxxyyxxbF xyxy  
      ,0,, 4141431313  yyxxyyxx xyxy  
      1212102020кр2 ,, yyxxyyxxbF xyxy  
      ,0,, 4242432323  yyxxyyxx xyxy  
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      1313103030кр3 ,, yyxxyyxxbF xyxy  
      ,0,, 4343423232  yyxxyyxx xyxy  
      1414104040кр4 ,, yyxxyyxxbF xyxy  
      ,0,, 3434324242  yyxxyyxx xyxy  (4.15) 
где iF  – сила, действующая на i-ю двойникующую дислокацию со 
стороны остальных дислокаций нанодвойника. 
Выше рассматривалась только сдвиговая компонента тензора 
напряжений, так как, согласно [23], проекция силы iF  на ось OX оп-














 . (4.16) 
Рассмотрение проекции силы iF  на ось OY (т. е. yF ) нецелесо-
образно, так как каждая двойникующая дислокация перемещается 
только в своей плоскости двойникования вдоль оси OX, а вдоль оси 
OY движение рассматриваемых дислокаций не осуществляется. 
Полагая далее  xii FF   и учитывая (4.16), из (4.15) получим: 
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 . (4.18) 































в которой  
,1001 aa   ,2002 aa   ,3003 aa   ,4004 aa   
,2112 aa   ,3113 aa   ,4114 aa   ,3223 aa   
4224 aa  , .4334 aa   (4.20) 
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В данной системе неизвестных больше, чем входящих в нее 
уравнений. Это делает систему (4.21) неразрешимой без использова-
ния дополнительных условий и допущений. В качестве такого допу-
щения примем дислокации 1 и 3, 2 и 4 расположенными соответст-
венно в одних и тех же плоскостях, перпендикулярных плоскости 
XOY. Параллельные оси OY следы таких плоскостей на рис. 4.31 пока-
















Дислокации устья двойника 
a
 
Рис. 4.31. Схематическое изображение системы  
«клиновидный нанодвойник – дислокации устья  
и концентратор напряжений» при расположении дислокаций  
на двойниковых границах парами в плоскостях, следы которых  
в плоскости XOY параллельны оси OY 
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Тогда с учетом того, что 
,03300110 ayyyyyyyy   
,34431221 ayyyyyyyy   
,204400220 ayyyyyyyy   
,21331 ayyyy   
,323321441 ayyyyyyyy   
,42442 ayyyy   (4.22) 
можно записать 
,0301 aa   ,0402 aa   ,3412 aa   .2314 aa    (4.23) 

















































  (4.25) 
в которой три неизвестных и столько же уравнений, причем, учитывая 
(4.22): 
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  (4.26) 
Заметим, что в (4.26) 
   .211020 xxxxxx   (4.27) 
Введем обозначения: 
,1001 xxd   ,2002 xxd   .2112 xxd   (4.28) 
Тогда (4.27) примет вид: 
.120102 ddd   (4.29) 





















































































Отсюда очевидно следует: 
,02201  ad  ,04
22
02  ad  .0
22
12  ad  (4.31) 
Система (4.20) преобразуется к виду: 
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.  (4.33) 
Отсюда 1201 dd  . Тогда 
.22 120102 ddd   (4.34) 
Используя (4.34), первое уравнение в (4.32) можно преобразо-
вать к виду: 
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   
  
Отсюда получаем два имеющих физический смысл решения: 
,001 d  .01 ad    (4.36) 
С использованием условия (4.34) третье уравнение в (4.32) пре-
образуется в уравнение 
     
     
  
2 22 2 2 2 2 2 2 2
02 02 12 12 12 02
2 22 2 2 2 2 2 2 2
12 12 12 12 12 12
22 2 2 2
12 12 12
4 4
2 4 4 4 4
8 0.
d d a d a d d a d a
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      
   
 
Отсюда: 
,012 d  .12 ad    (4.38) 
Далее, подставляя (4.38) в (4.34), получим: 
,002 d  .202 ad    (4.39) 
Так как пары двойникующих дислокаций на противоположных 
границах нанодвойника по условию задачи находятся в одной плос-
кости (см. рис. 4.31), то 






,003 d  ;03 ad   ,004 d  ;204 ad   ,034 d  .34 ad    (4.41) 
Очевидно, что  
,122314 ddd    (4.42) 
и в равновесии  
,014 d  023 d  или ,14 ad   .23 ad    (4.43) 
Полученные результаты указывают на то, что в идеальном кри-
сталле после снятия нагрузки возможно два варианта равновесной 
формы краевого клиновидного нанодвойника. В первом случае в 
плоскости двойникования расстояние между двойникующими дисло-
кациями стремится к нулю. При этом в плоскости, перпендикулярной 
плоскости двойникования, расстояние между соседними двойникую-
щими дислокациями равно межплоскостному расстоянию. В этом 
случае равновесия двойникующие дислокации выстраиваются в стен-
ку и существование нанодвойника проблематично из-за аннигиляции 
двойникующих дислокаций границ двойника с имеющими противо-
положный знак дислокациями устья нанодвойника и связанного  
с этим процессом исчезновения нанодвойника. 
Во втором случае для равновесия нанодвойника требуется, что-
бы расстояние между соседними двойникующими дислокациями на 
его границах в плоскости двойникования равнялось межплоскостному 
расстоянию. Известно [23], что такое равновесие групп дислокаций 
является неустойчивым. Для обеспечения устойчивости в этом случае 
необходимо достаточное для фиксации дислокаций высокое значение 
сил неупругой природы, оказывающих сопротивление движению 
двойникующих дислокаций. Обеспечить равновесие такого нанод-
войника могут и поля внутренних напряжений от источников, нахо-
дящихся, например, у устья нанодвойника. 
Рассмотрим винтовой нанодвойник, состоящий только из винто-
вых дислокаций [43], [51]. Как и ранее для уменьшения объема мате-
матических соотношений выберем минимальное число двойникую-
щих дислокаций, образующих нанодвойник. Пусть это число будет 
равно пяти. 
В процессе развития двойника каждая его двойникующая дис-
локация перемещается только в одной плоскости. Следы этих плоско-
стей на рис. 4.30 параллельны оси OX, а сами плоскости, в которых 
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осуществляется движение двойникующих дислокаций, перпендику-
лярны плоскости XOY (см. рис. 4.30). Поэтому при решении постав-
ленной задачи не будем рассматривать составляющую силы взаимо-
действия двойникующих дислокаций, направленную вдоль оси OY, 
ввиду отсутствия перемещения дислокаций в этом направлении. Тогда 
составляющая этой силы, направленная вдоль оси OX, согласно [23], 
может быть найдена из соотношения (2.57), где yz  – сдвиговые на-
пряжения, создаваемые всеми двойникующими дислокациями, за ис-
ключением дислокации, по отношению к которой рассматривается 
действие сил, обусловленных этими напряжениями. 
Каждая из пяти рассматриваемых двойникующих дислокаций 
границ нанодвойника, находящаяся в точке с координатами  ii yx , , 
создает поле сдвиговых напряжений, которое можно задать функция-
ми [386]: 
           
           
     
0 0 1 1
0 0 1 1
2 2 3 3
2 2 3 3
4 4
4 4
, , , ,
, , , ,
, .
zy zy zy zy
zy zy zy zy
zy zy
x x y y x x y y
x x y y x x y y
x x y y
         
         
    
 
Действующая на i-ю двойникующую дислокацию вдоль оси OX 
составляющая силы, обусловленная этими напряжениями, может 
быть найдена из соотношений: 
      2020210101в0 ,, yyxxyyxxbF zyzy  
      ,0,, 4040430303  yyxxyyxx zyzy  
      2121201010в1 ,, yyxxyyxxbF zyzy  
      ,0,, 4141431313  yyxxyyxx zyzy  
      1212102020в2 ,, yyxxyyxxbF zyzy  
      ,0,, 4242432323  yyxxyyxx zyzy  
      1313103030в3 ,, yyxxyyxxbF zyzy  




      1414104040в4 ,, yyxxyyxxbF zyzy  
      .0,, 3434324242  yyxxyyxx zyzy  (4.45) 









  (4.46) 
соотношения (4.45) можно представить в виде: 
















































































































































































































































































Примем следующие обозначения: 



















































































































































































































































































































































   
Из (4.48) очевидно, что 
,1001 cc   ,2002 cc   ,3003 cc   ,4004 cc   ,2112 cc   




Принятые обозначения (4.48) позволяют преобразовать (4.47)  





























  (4.50) 





























  (4.51) 
Как видно, в данной системе уравнений больше, чем неизвест-
ных. Ввиду этого система (4.51) без дополнительных условий нераз-
решима. В связи с этим, как и в случае краевого двойника, примем, 
что у каждой двойникующей дислокации на одной границе нанодвой-
ника имеется парная дислокация на его другой границе. Эти парные 
дислокации находятся в одной плоскости, перпендикулярной плоско-
сти XOY. На рис. 4.31 следы этих плоскостей в плоскости XOY пока-
заны пунктирными линиями. Таким образом, пусть в одной плоскости 
находятся дислокации 1 и 3, 2 и 4, соответственно (см. рис. 4.31). То-
гда из (4.48) следует, что 
,0301 cc   ,0402 cc   ,3412 cc   .2314 cc   (4.52) 
Здесь учтено (4.22) и в силу принятых допущений (4.51) сводит-



















Следует отметить, что в (4.53) количество уравнений равно ко-
личеству неизвестных. 















































  (4.54) 
Пусть 
,1001 xxd   ,2002 xxd   .2112 xxd   (4.55) 



























































Преобразования (4.56) дают: 
   
   
   
2 2 2 2
01 02 02 01
2 2 2 2
01 12 12 01
2 2 2 2




d d a d d a
d d a d d a
d d a d d a
    

    

   
  (4.57) 
Очевидно, что 
,02201  ad  ,04
22
02  ad  .0
22
12  ad  (4.58) 
















Выполнение этого условия возможно, когда  
.1201 dd   (4.60) 
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Из рис. 4.31 следует, что 
   .211020 xxxxxx   (4.61) 
Принимая во внимание (4.55), (4.61) можно представить в виде: 
.120102 ddd   (4.62) 
Из (4.60) и (4.62) следует, что 
.22 120102 ddd   (4.63) 
Тогда первое уравнение в (4.57) можно преобразовать следую-
щим образом: 
       2 2 2 2 2 2 2 201 02 02 01 01 01 01 014 4 4 2d d a d d a d d a d d a         
 2 201 016 0.d d a    (4.64) 
Учитывая (4.58), из (4.64) получаем одно имеющее физический 
смысл решение уравнения: 
.001 d   (4.65) 
Из (4.63) и (4.64) следует, что и 
,002 d  .012 d   (4.66) 
Из построения рис. 4.31 очевидно следует: 
,0103 dd   ,0204 dd   .12342314 dddd   (4.67) 
Тогда для равновесия винтового нанодвойника также должно 
выполняться 
.03423140403  ddddd  (4.68) 
Решения (4.65), (4.66) и (4.68) задачи о равновесии винтового 
нанодвойника говорят о том, что равновесие такого двойника воз-
можно, когда дислокации двойниковых границ выстраиваются в стен-
ку. Известно [23], что такое равновесие для винтовых дислокаций не 
является устойчивым. Таким образом, существование остаточного 
двойника после снятия нагрузки на кристалл возможно только при 
достаточной величине сил неупругой природы, тормозящих переме-
щение двойникующих дислокаций [386]. Согласно [150] такие силы 
создают полные и сидячие дислокации у двойниковых границ, в том 
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числе и дислокации, сгенерированные самими двойниковыми грани-
цами в ходе дислокационных реакций. 
4.3. Дислокационная модель развивающегося нанодвойника 
В качестве исходных данных для решения задачи по расчету на-
пряжений у развивающегося клиновидного нанодвойника в рамках 
дислокационной модели двойника, будем использовать известные со-
отношения для расчета полей напряжений у движущейся дислокации, 
приведенные, например, в монографии Дж. Хирта и И. Лоте [26]. 
Уравнения равновесия для компонент вектора смещения движущейся 



























   (4.69) 
где ср  – плотность среды. В векторных обозначениях эти уравнения 
имеют вид [26]: 








   (4.70) 
Для винтовой составляющей двойникующей дислокации 
 zi uu ,0,0 . Тогда уравнение (4.69) может быть представлено в 






























































где zvv   – скорость движения дислокации; tc  – скорость распро-












































  (4.72) 
В случае равномерного движения, когда const, zvv  из урав-










































































































Для учета влияния краевой составляющей двойникующей дисло-
кации с учетом того, что в этом случае )0,,( yxi uuu  , уравнение (4.70) 
приводится к виду [26]: 












































   






























ср   (4.74) 
и 





























  (4.75) 
В движущейся системе координат G и *H  должны удовлетво-
рять уравнениям [26]: 
2 2 *0, 0,t lG H     
где 
2 2 2 2
2 2
2 2 2 2
1 2 1 22 2
2 2














x y x y





    
     




            
    

       
             
  (4.76) 
здесь lc  – скорость продольных звуковых волн. 
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Для покоящейся дислокации [26]: 
,),( 2r
x





yxH   
Поэтому решение в движущейся системе отсчета, удовлетво-
ряющее уравнениям (4.74) и (4.75), имеет вид [26]: 
*
2 2
2 2 2 2 2 2




t t l l
x y
G x y t H x y t
r r
r x y r x y
   

    
  (4.77) 
Здесь константы G  и G  определяются из соответствующих 




















 находятся  






































    
     

 
преобразуется к виду: 




H iG H iG
  
   
  
 
Интегрируя это уравнение, получим: 
* *4 ( ) .x
u




    
   (4.78) 
При   получим 

 xu . Тогда вещественная часть уравне-






















  (4.79) 





































































Подставляя (4.79) и (4.77) в формулу закона Гука, получим [1], 
[9], [20]: 






























































  (4.83) 













  (4.84) 
 кр 22 1 .2G tt
b
   

 (4.85) 
Таким образом, с учетом (4.73) закон Гука можно записать  





























Подставляя в данное выражение (4.77), (4.80), (4.84) и (4.85), по-
лучим [26], [27]: 
 






2 2 2 2
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x vtb c x vt
v x vt yx vt y
         
  
                  
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v x vt y x vt y
b yc
v x vt y x vt y
          
   
        
          
   
        
     
 
На рис. 4.32 схематически представлен клиновидный двойник в 
виде совокупности двойникующих дислокаций. Пунктирными ли-
ниями показано положение дислокаций (изображенных сплошными 
линиями) в последующий момент времени. Пусть краевая и винтовая 
составляющие двойникующих дислокаций будут направлены так, как 




Рис. 4.32. Схематическое изображение клиновидного двойника  
в виде совокупности двойникующих дислокаций  
(пунктирными линиями показано положение движущихся дислокаций,  
изображенных сплошными линиями, в последующий момент времени) 
Для такой движущейся с постоянной скоростью системы дисло-
каций можно записать следующие соотношения для определения 
компонент тензора напряжений [362]: 
 
   












x L nd vtb c
x y
v x L nd vt y nh
 
                      
  
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x L md vtx L nd vt
x L nd vt y nh x L md vt y mh
                            
  
 
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x L md vt y mh
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v x L nd vt y nh
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x L nd vt y nh x L md vt y mh
             
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x L md vt
x L md vt y mh
     
      
   (4.86) 
где di и hi – проекции соответственно на ось OX и OY отрезка, соеди-
няющего две соседние двойникующие дислокации на одной из двой-
никовых границ (индекс i принимает значение 1 или 2 и определяет 
принадлежность дислокации той или иной двойниковой границе). 
Простейшей задачей, которую позволяют решать соотношения (4.86), 
является расчет напряжений у развивающегося двойника, у которого 
прекратилась генерация двойникующих дислокаций. При этом в (4.86) 
N и M остаются постоянными в любой отличный от нуля момент вре-
мени (если за нулевое значение принято время начала развития двой-
ника). Схематически данный процесс представлен на рис. 4.33. В экс-
перименте такой случай наблюдается, например, при пропускании 
через электропроводящий кристалл с двойниками импульсного элек-
трического тока [115]. При этом электрический ток приводит к увели-
чению длины двойников, что может происходить и без генерации но-
вых двойникующих дислокаций. В этом случае, как показали 
расчеты, проведенные в данной работе, фронт напряжений, концен-
траторами которых выступают двойниковые границы, мигрирует 
вместе с движущимися двойникующими дислокациями. 
В рассмотренном примере увеличения длины двойников под дей-
ствием электрического тока скорость движения двойникующих дисло-
каций, как правило, невысокая. Поэтому фронт напряжений перемеща-
ется за дислокациями без существенной трансформации своей 
конфигурации. Однако в ситуации, когда под действием внешних на-
пряжений была сгенерирована лишь порция двойникующих дислокаций, 
а дальнейший рост двойника обеспечивался лишь движением этого ко-
личества дислокаций, скорость двойникования соизмерима со скоро-
стью звука в кристалле [270]. В этом случае можно принять допущение 
.tl ccv   Тогда из (4.76) следует, что 0l  и .0t  Из соотноше-
ний (4.86) следует, что у движущегося с такой скоростью двойника на-
пряжения значительно возрастают. При остановке двойника происходит 
релаксация энергии данных напряжений, что часто сопровождается 
звуковыми сигналами, свойственными процессу двойникования. 
В эксперименте чаще реализуется ситуация, когда рост двойни-
ка сопровождается генерацией двойникующих дислокаций, что про-
является в увеличении ширины двойника [362]. За время гt  генерации 
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двух двойникующих дислокаций (по одной на каждой из двойнико-
вых границ) длина двойника возрастет на величину tws . В этом случае 
очевидно 









Рис. 4.33. Схематическое изображение процесса роста  
клиновидного двойника в условиях отсутствия генерации  
дополнительных двойникующих дислокаций:  
а – исходное состояние и начальный этап роста двойника;  
б – конечная стадия развития двойника 




















где 0N  – число двойникующих дислокаций на двойниковых границах 








D  – так называемая 
возрастающая функция Антье [326], [327], имеющая вид, представ-
ленный на рис. 4.34. 
В этом случае развитие двойника будет происходить по схеме, 
представленной на рис. 4.35. 
Так как в большинстве случаев процесс развития двойников яв-
ляется высокоскоростным, то зависимость )(tN  можно задать непре-





.)( гtvtN   
Здесь гv  – скорость генерации двойникующих дислокаций, оп-
ределяющая количество двойникующих дислокаций, генерируемых в 
единицу времени. Эта скорость связана со скоростью роста ширины 
двойника или с его нормальной скоростью nv , направленной перпен-





























Рис. 4.35. Схематическое изображение роста клиновидного  
двойника с одновременной генерацией двойникующих дислокаций:  
темный цвет – начальная стадия; светлый – конечная 
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ГЛАВА 5  
ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДОВ РАСЧЕТА  
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ  
У ОСТАТОЧНЫХ КЛИНОВИДНЫХ ДВОЙНИКОВ  
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ВАЖНЫХ ДЛЯ МИКРОМЕХАНИКИ ЗАДАЧ 
5.1. Прогнозирование распределения полей напряжений  
в системе «остаточный клиновидный двойник – трещина» 
Механическое двойникование часто выступает причиной зарож-
дения разрушения [43], [49]–[57]. Это связано с тем, что двойниковые 
границы являются концентраторами больших внутренних напряжений. 
При затрудненном скольжении двойникование может выступать и в ка-
честве релаксатора напряжений у трещин, препятствуя их развитию [43]. 
Поэтому при определенных условиях деформирования двойникование 
может рассматриваться как ресурс пластичности материала, что также 
важно с практической точки зрения [43]. Таким образом, изучение на-
пряженного состояния в системе «остаточный клиновидный двойник – 
трещина» является важной практической задачей. 
На рис. 5.1 показан результат оптической микроскопии системы 
«остаточный клиновидный двойник – трещина» в монокристалле 
Ni2MnGa с эффектом памяти формы (образцы любезно предоставле-
ны А. Л. Созиновым, в эксперименте участвовал Е. В. Шматок [389]).  
В данном случае двойники выступают релаксаторами напряжений у 
вершины трещины, где, как известно [48], локализуются большие 
внутренние напряжения. Изучению зарождения трещин у двойников 






Рис. 5.1. Система «двойник – трещина» в ферромагнитном  
монокристалле Ni2MnGa с эффектом памяти формы [389] 
Различают три типа трещин [2], [48]: нормального отрыва (тип I), 
поперечного сдвига (тип II) и продольного (антиплоского) сдвига (тип III). 
Согласно дислокационной теории трещин поля напряжений, обуслов-
ленных каждым типом трещин, могут быть рассчитаны по формулам [48]: 
– для трещины нормального отрыва: 
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– для трещины антиплоского сдвига: 
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где  yy  – нормальные и 
xy , 
 yz  – сдвиговые напряжения на беско-















Рис. 5.2. Схематическое изображение остаточного механического  
клиновидного двойника и трещины вдали от поверхности 
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На рис. 5.2 схематически представлена система «остаточный кли-
новидный двойник – трещина» вдали от поверхности кристалла [390]. 
Координаты центра трещины обозначим  cc yx , . На бесконечно уда-
ленных поверхностях кристалла действуют напряжения  yy , 
xy   
и  yz . Пусть величина этих напряжений такова, что двойникующие 
дислокации остаются неподвижными. Это возможно, когда сила 
внутреннего трения, обусловленная полными и сидячими дислокация-
ми, достаточно велика. Тогда при неподвижной трещине в рамках тео-
рии упругости для системы «остаточный клиновидный двойник – тре-
щина» поля напряжений можно рассчитать, как суперпозицию 
напряжений (2.1)–(2.5) клиновидного двойника и напряжений, созда-
ваемых трещиной, которые можно рассчитать по получаемым  
из (4.1)–(4.3) формулам [390]: 
– для трещины нормального отрыва: 
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– для трещины поперечного сдвига:  
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– для трещины антиплоского сдвига: 
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Результаты расчетов полей напряжений, МПа, в системе «остаточный 
клиновидный двойник – трещина» представлены на рис. 5.3–5.10 [390]. 
Принималось: вb  = крb  = 0,124 нм [356];  = 81 ГПа [347];  = 0,29 [347]; 
yy  10 МПа, 

xy 10 МПа, 

yz  10 МПа; L = 100 мкм; H = 11 мкм;  
l = 20 мкм; cx  = 120 мкм; cy  = 50 мкм. 
На рис. 5.3–5.5 показано распределение нормальных xx  и yy  и 
сдвиговых xy  напряжений в системе «двойник – трещина» в случае 
трещины нормального отрыва [48]. Соответствующие компоненты тен-
зора напряжений двойника рассчитывались по формулам (2.1)–(2.5).  
Из рис. 5.3–5.5 видно, что концентраторами напряжений являются не 
только двойниковые границы, но и вершины трещины и двойника. 
В случае трещины нормального отрыва напряжения xx  знако-
переменны относительно оси OX (рис. 5.3), напряжения yy  имеют 
один знак (рис. 5.4), а напряжения xy  знакопеременны относительно 
оси OY (рис. 5.5). 
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 y, мкм 






























Рис. 5.3. Распределение нормальных напряжений хх  в системе  
«клиновидный двойник – трещина» (трещина нормального отрыва) 
 y, мкм 




























Рис. 5.4. Распределение нормальных напряжений уу в системе  
«клиновидный двойник – трещина» (трещина нормального отрыва) 
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 y, мкм 





























Рис. 5.5. Распределение сдвиговых напряжений ху в системе  
«клиновидный двойник – трещина» (трещина нормального отрыва) 
 y, мкм 

























Рис. 5.6. Распределение нормальных напряжений хх в системе  
«клиновидный двойник – трещина» (трещина поперечного сдвига) 
 
 233
 y, мкм 






















Рис. 5.7. Распределение нормальных напряжений уу в системе  
«клиновидный двойник – трещина» (трещина поперечного сдвига) 
 
 y, мкм 
























Рис. 5.8. Распределение сдвиговых напряжений ху в системе  
«клиновидный двойник – трещина» (трещина поперечного сдвига) 
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 y, мкм 




















Рис. 5.9. Распределение сдвиговых напряжений хz в системе  
«клиновидный двойник – трещина» (трещина антиплоского сдвига) 
 y, мкм 





















Рис. 5.10. Распределение сдвиговых напряжений уz в системе  
«клиновидный двойник – трещина» (трещина антиплоского сдвига) 
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В случае трещины поперечного сдвига нормальные напряжения хх 
знакопеременны относительно оси OX (рис. 5.6), напряжения yy  зна-
копеременны относительно оси OY (рис. 5.7), а сдвиговые напряже-
ния xy  имеют один знак (рис. 5.8). 
Трещина антиплоского сдвига создает отрицательные сдвиговые на-
пряжения xz  (рис. 5.9). В целом напряжения xz  знакопеременны относи-
тельно оси OX. Сдвиговые напряжения yz  имеют один знак (рис. 5.10). 
5.2. Прогнозирование распределения полей напряжений  
в системе «остаточный клиновидный нанодвойник –  
полная дислокация» 
Двойникование кристаллов редко происходит в чистом виде [108], 
[109]. Как правило, двойникование сопровождается скольжением 
[150]. С другой стороны, трудно получить кристаллы с отсутствием 
дефектов. Наиболее распространенными дефектами при этом являют-
ся дислокации [150]. Поэтому в деформируемых твердых телах двой-
никование неизбежно осуществляется в условиях активного взаимо-
действия со скольжением [150].  
Изучению закономерностей взаимодействия двойников и дисло-
каций посвящено много экспериментальных работ [100], [104], [150], 
[158], [391], [392]. Это указывает на большую важность данной про-
блематики и актуальность изучения закономерностей взаимодействия 
двойников и полных дислокаций, прогнозирования распределения по-
лей напряжений в системе «двойник – полная дислокация». 
На рис. 5.11 клиновидный двойник схематически представлен  
в виде совокупности двойникующих дислокаций, расстояние между 
которыми определяется проекциями d и h на оси OX и OY, соответст-
венно, отрезка, соединяющего две соседние дислокации. Пусть, как и 
ранее, длина такого двойника L, а ширина у устья – H. Компоненты 
тензора напряжений у такого двойника, находящегося вдали от по-
верхности, могут быть найдены по формулам [370]: 
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Рис. 5.11. Схематическое изображение системы  
«остаточный клиновидный нанодвойник – полная дислокация» 
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где N – число двойникующих дислокаций на двойниковых границах; 
n – индекс суммирования. В формулах (5.7)–(5.12) учтено, что в вер-
шине клиновидного двойника находится только одна двойникующая 
дислокация. Принято, что вектор краевой составляющей вектора 
Бюргерса двойникующей дислокации направлен в сторону положи-
тельного направления оси OX, а винтовой – перпендикулярно плоско-
сти рис. 5.11 в сторону положительного направления оси OZ правой 
декартовой системы координат. 
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Компоненты тензора напряжений у краевой дислокации, находя-
щейся вдали от поверхности в точке с координатами (x0, y0) (рис. 5.11), 
в приближении однородной изотропной среды, исходя из (1.25) [26], 
определяются по формулам [370]: 
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В случае винтовой дислокации из (1.28) [26] имеем [370]: 









x x y y

  
   
;  (5.17) 









x x y y

 
   
.  (5.18) 
Распределение результирующих напряжений в системе «оста-
точный клиновидный нанодвойник – полная дислокация» в рамках 
справедливого в теории упругости приближения суперпозиции на-
пряжений находятся из соотношения [370]: 
     , , , .tw dij ij ijx y x y x y       (5.19) 
Результаты расчетов компонент тензора напряжений в системе «ос-
таточный клиновидный нанодвойник – полная дислокация» представле-
ны на рис. 5.12–5.16. Принималось twd bb кркр 2 , 
twd bb вв 2 , d = 2,5 нм,  
h = 0,25 нм, N = 10, ,NdL   ,0 aLx   a = 30 нм, 0y = 10 нм. Это со-
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ответствует важному с практической точки зрения случаю двойнико-
вания железа. Рассчитывались величины 





































На рис. 5.12–5.16 представлена ситуация, когда вектор Бюргерса 
полной краевой (винтовой) дислокации направлен в одну сторону с 
направлением вектора Бюргерса краевой (винтовой) составляющей 
частичных двойникующих дислокаций клиновидного двойника. На-
личие дислокации у двойника приводит к искажению у него конфигу-
рации полей напряжений по сравнению с ситуацией, когда полная 
дислокация у двойника отсутствует (рис. 4.4–4.8). Это искажение ста-
новится несущественным, когда высока плотность двойникующих 
дислокаций на двойниковых границах или когда полная дислокация 
находится в непосредственной близости у двойника в области созда-
ваемого им высокого уровня напряжений. 
 
























Рис. 5.12. Конфигурация полей напряжений *хх  в системе  
«остаточный клиновидный нанодвойник – полная дислокация» 
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Рис. 5.13. Конфигурация полей напряжений *уу  в системе  
«остаточный клиновидный нанодвойник – полная дислокация» 
 


























Рис. 5.14. Конфигурация полей напряжений *zz  и 
*
xz   




























Рис. 5.15. Конфигурация полей напряжений *xy  в системе  
«остаточный клиновидный нанодвойник – полная дислокация» 
 




















Рис. 5.16. Конфигурация полей напряжений *yz  в системе  
«остаточный клиновидный нанодвойник – полная дислокация» 
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Напряжения *xx  у клиновидного двойника положительны у од-
ной из границ двойника и отрицательны у другой (рис. 5.12). Нахож-
дение у двойника в области отрицательных напряжений полной крае-
вой дислокации, вектор Бюргерса которой направлен в одну сторону с 
краевой составляющей вектора Бюргерса двойникующих дислокаций, 
приводит к некоторому увеличению уровня положительных и отрица-
тельных напряжений у двойниковых границ. Несколько иная ситуа-
ция наблюдается, когда векторы Бюргерса полной краевой дислока-
ции и краевой составляющей двойникующих дислокаций направлены 
в разные стороны. В этом случае наблюдается уменьшение уровня 
напряжений *xx  у границ клиновидного двойника. Это обусловлено 
зеркальной симметрией в конфигурации положительных и отрица-
тельных напряжений у двойника и полной дислокации. 
Аналогичная картина наблюдается и в случае таких компонент 
тензора напряжений, как *yy , 
*
zz  (рис. 5.13 и 5.14), когда у двойника 
находится краевая дислокация, и *xz  (рис. 5.14), когда на месте крае-
вой находится винтовая дислокация. 
Конфигурация напряжений *xy  (рис. 5.15) и 
*
yz  (рис. 5.16) отли-
чается от конфигураций напряжений, представленных на рис. 5.12–5.14. 
Напряжения *xy  и 
*
yz  знакопеременны относительно оси, параллель-
ной оси OY и проходящей через середину двойника. Данные напря-
жения у устья двойника и у его вершины имеют разный знак. Поэто-
му наличие полной дислокации способствует увеличению или 
уменьшению уровня напряжений либо у вершины двойника, либо у 
его устья. 
Как это было показано в [370] и [393], в системе «остаточный 
клиновидный нанодвойник – полная дислокация» аналогичным обра-
зом могут быть рассчитаны и поля смещений, деформаций, относи-
тельная объемная дилатация и силы взаимодействия двойникующих 
дислокаций с полными. 
5.3. Прогнозирование распределения примеси и потоков  
ее миграции у остаточного клиновидного двойника 
Атмосферы примесей у дислокаций во многом определяют их 
поведение при деформировании кристаллических материалов, изме-
няя динамические параметры дислокаций [108]. Избыток примесных 
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атомов в областях локализации напряжений повышает вероятность 
зарождения фазы, образование которой вдали от источников напря-
жений невозможно [26]. Это интересно в плане практического ис-
пользования полученных в данной работе результатов в технологии 
целенаправленного формирования необходимых свойств материалов. 
Распределение легирующего компонента у клиновидного двой-










пр exp ,  (5.20) 
где пр0C  – концентрация примесей вдали от внутренних источников 
напряжений; k – постоянная Больцмана; T – абсолютная температура; 
взU  – энергия взаимодействия примесей с клиновидным двойником, 
которая находится по формуле [28]:  
 zzyyxxrU  3вз 3
4
.  (5.21) 
Здесь r – радиус атома матрицы;   = (r 0  – r)/r – малый параметр 
(r 0  – радиус атома легирующего компонента); xx , yy  и zz  – нор-
мальные компоненты тензора напряжений, определяемые из (2.1), 
(2.3)–(2.5). 
Результаты расчетов распределения примеси у клиновидного 
двойника [372] представлены на рис. 5.17. Принималось L = 100 мкм, 
H = 11 мкм, Т = 300 К [372]. Плотность двойникующих дислокаций на 
двойниковых границах в данной работе принималась постоянной. 
Профили распределения примесей у клиновидного двойника при  
r > r 0  и r < r 0  имеют одинаковый вид. Разница заключается в распо-
ложении областей минимальной и максимальной концентрации при-
месей. В случае, когда r > r 0 , примесь локализуется в областях сжа-
тия, а при r < r 0  – в областях растяжения, т. е. в тех областях, где для 
случая r > r 0  наблюдается максимум концентрации примесей, в слу-
чае r < r 0  имеет место ее минимум. 
Для определения направления потоков миграции примесей не-
обходимо построение эквипотенциальных поверхностей [28]. Соглас-
но расчетам на основании (4.20) и (4.21), их профиль для рассматри-
ваемого двойника имеет аналогичный вид, как и вид профилей 
распределения примесей на рис. 5.17 [372]. По данным работы [28], 
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линии, перпендикулярные линиям профилей эквипотенциальных по-
верхностей, укажут поток миграции примеси. Схематически эти по-
токи для случая r > r 0  показаны на рис. 5.18. Примесь, радиус кото-
рой больше радиуса атомов матрицы, мигрирует в противоположном 
направлении. 
  
Рис. 5.17. Рассчитанные концентрационные профили распределения  
примеси у клиновидного двойника с постоянной плотностью  





Рис. 5.18. Потоки миграции у клиновидного двойника примеси,  
радиус которой меньше радиуса атомов матрицы 
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Следует отметить, что дрейф примесных атомов происходит от 
области, близкой к вершине и устью двойника к его центральной час-
ти [372]. При этом максимальная концентрация примеси наблюдается 
не только у двойниковых границ, но и в некотором удалении от них 
(для рассматриваемого двойника это удаление от границы составляет 
около 10 мкм). 








 ,взgrad U  (5.22) 
где дифD  – коэффициент диффузии; F – сила, действующая на атом 
примеси в поле двойника. Не трудно показать, что модуль скорости 





























Частные производные по x и y от взU  равны нулю в точках мак-
симального и минимального значений взU (x, y) [28]. В этих точках  
V = 0. Такие области наблюдаются на двойниковых границах, у вер-
шины двойника и в областях максимальной и минимальной концен-
трации примесей в удалении от средней части двойника. Сопоставляя 
данные, представленные на рис. 5.17 и 5.18, учитывая (5.22), можно 
сделать заключение, что в областях максимальной концентрации 
примеси у клиновидного двойника величина ее скорости стремится к 
нулю. Это связано с тем, что нормальные напряжения у клиновидного 
двойника распределены таким образом, что обеспечивают дрейф 
примеси к местам ее локализации (рис. 5.17) и способствуют ее тор-
можению в этих областях [372]. 
Известно [109], [150], что двойникованию при определенных 
условиях деформирования или термообработки подвержены материа-
лы с ОЦК, ГЦК, ГПУ – структурами, к которым, в частности, отно-
сится подавляющее большинство кристаллов, используемых в кри-
сталлооптике, электронике, машиностроении. Перераспределение 
примесей у двойника под действием его упругих полей напряжений 
способствует зарождению новых фаз, которые имеют условия для за-
рождения и в нанодвойниках [355]. С практической точки зрения во-
прос формирования наноразмерной фазы в нанодвойниках представ-
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ляется весьма интересным, так как задание в кристалле определенной 
плотности нанодвойников контролируемо, например, внешними на-
пряжениями. С научной точки зрения данный вопрос также интере-
сен, так как формирование нанофаз в полях напряжений двойниковых 
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